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研究成果の概要（和文）： 
本研究では，２次元あるいは３次元の物体を充填する Multi-sphere Scheme を提案し，その構

成要素の設計や図形や描画に関する基礎理論の研究を行った．３次元物体の三角形メッシュデ

ータからグラフ論的な解析の下で直接，球集合近似データを構築する方法を得た．また，

Multi-sphere Scheme に対する３D インターフェイスを作成し，実験結果の可視化ができるよ

うになった．２次元における矩形のパッキングを厳密に解くソフトウエアの性能を改良し，未

解決あったベンチマーク問題を世界で初めて解くことに成功している．基礎理論の結果として，

任意の３点連結の分解構造を２次元のグラフ描画を使ったデータ構造の発見や３次元の非凸多

面体の作るグラフの特徴付けに関する理論的研究成果が得られた．特に後者の結果は，８０年

前に得られた Steinitzの定理を非凸多面体の場合へ初めて拡張することに成功した成果である． 
 
研究成果の概要（英文）： 
In this study, we proposed ``Multi-sphere Scheme" to efficiently pack given two- or 

three-dimensional objects in a compact space, designed all the components of the scheme, 

and investigated fundamental theory on geometrical packings and graph drawings. We 

designed an algorithm that can directly transform given triangle-mesh data into data for 

Multi-sphere Scheme based on a graph-theoretical analysis. We developed a 3D visual 

interface for Multi-sphere Scheme, by which we can easily check computational results 

in a visualized form. We greatly improved our solver for packing rectangles so that a 

long-standing open benchmark instance is solved for the first time by our new solver. 

As for the theory part, we found a 2D representation of triconnected graphs so that  

a useful triconnected decomposition can be easily obtained, and a characterization of 

the graphs of non-convex polytopes in a certain class.In particular, the latter result 

is the first such result since  Steinitz' theorem, a characterization of the graphs of 

convex polytopes is found 80 years ago. 
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１．研究開始当初の背景 
複数の２次元図形，３次元物体を重なりなく

配置，移動させるための計算は，機械部品の

板取や服の型紙の配置などの部材取合せ，

VLSI 配置，モーションプランニング，情報可

視化，タンパク質のドッキング/フォルディ

ング問題など多くの応用分野に現れる．例え

ば，タンパク質のドッキング問題では，二つ

のタンパク質（あるいはタンパク質と薬剤等

の化学物質）が安定して噛み合う位置を求め 

ることが問題である．ここで，位置の安定性

を表現したエネルギー関数の最小化を行う

ことも求められるが，タンパク質のように複

雑な立体構造を持つ物体の噛み合わせを求

めることは，計算機科学の観点から見るとそ

れだけで挑戦的な問題である．この噛み合わ

せ問題だけを取り上げて高性能のアルゴリ

ズムを開発するには計算機科学における計

算幾何，アルゴリズム理論の研究者が高度な

アルゴリズム設計手法を駆使する必要があ

る．しかし，現状のタンパク質のドッキング

問題に対する汎用のソルバー[1,2]には，ア

ルゴリズム論の観点からは性能に疑問の残

る図形配置アルゴリズムが組み入れられて

いるにすぎない． 

 

図形の配置問題を純粋に対象とした研究は

主に２次元図形のストリップパッキング問

題である．この問題では幅の固定された容器

に，与えられた複数の 2D 図形を重なりなく

配置し，必要となる容器の長さをできるだけ

短くする問題である．充填する図形が矩形に

限り，図形の配置角度が水平に限定されてい

る場合であっても，ストリップパッキング問 

題は計算量理論の観点で NP－困難と呼ばれ

る問題のクラス（このクラスの問題を多項式

時間で厳密に解くことは不可能と予想され

ている）に属することが知られている．矩形

ストリップパッキングに対しては近似アル

ゴリズムの研究成果があり，また商用のソフ

トウエアも数多く開発されている[3,4]．し

かし，矩形以外の不規則な形状の図形を充填

する問題や，配置角度が自由である場合に対

するアルゴリズムの開発はまだ進んでいな

かった[5,6]． 
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[5] E. Hopper,  B. C. H.Turton: A review 
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algorithms to 2D strip packing problems, 

Artificial Intelligence Review 16 (4) 

(2001) 257-300.  

[6] G. Wascher, H. Haussner, H. Shumann: 

An improved typology of cutting and 

packing problems, Working Paper 24, 

Faculty of Economics and Management, 

Guericke University Magdeburg (2004).  

[7] Herman et al.: Graph Visualization and 

Navigation in Information Visualization, 

IEEE Transactions on Visualization and 

Computer Graphics, vol.6 (2000) 24-43.  

 

２．研究の目的 
２次元図形，３次元物体を重なりなく配置さ

せる状況を含む問題は，科学・医療技術の多

くの分野に現われているが，複雑な形状の物

体の配置問題はそれ自体非常に難しい問題

であり，これを解く高速アルゴリズムの開発

は，非線形最適化，計算幾何，計算量理論，

データ構造論などの種々の研究領域にまた

がって行う必要がある．しかし，現状では，

それぞれの応用分野ごとに簡便に設計され

た配置アルゴリズムが利用されているだけ

である．そこで，複雑な形状の複数の物体を 

最適に配置させる高速なアルゴリズムは，多

くの科学・医療技術の分野の発展に重要な役

割を果たすと考えられる．このために，我々

は，非線形最適化，計算幾何，アルゴリズム

論の最新の結果に基づき，Multi-sphere 

Scheme と呼ぶ，図形配置問題を汎用的に解く

新しいアルゴリズムの枠組み(scheme)の完

成を目指している．  

 

これまで，２次元の不規則な形状物体の自由

回転のもとでのストリップパッキング問題

に対しては殆ど研究例がない．自由回転を許

すと No Fit Polygon が有効に利用できなく

なり，重なりの度合いを計算する手間が劇的



に増加してしまう．特に３次元において自由

回転を許した問題を直接数学的に定式化す

ると膨大な変数を必要とし，複雑な形状の物

体の配置を実用的な計算時間で見つけ出す

のはもはや不可能である．これらの難点を克

服するために，我々は，円同士（球同士）の 

重なりの度合いの計算は，配置角度によらず

高速に行えることに着目し，与えられた２D

図形（３D 物体）を適当な円（球）の集合で

近似した後，制約なしの非線形連続最適化問

題に定式化する方法として Multi-sphere 

Scheme を提案している． 

Multi-sphere Scheme においては，剛体だけ

でなく，関節部を持つ変形可能な物体も取り

扱うことができる．特に，タンパク質の球モ

デルはそのまま Multi-sphere Scheme に乗る

ため，将来的にはタンパク質のフォルディン

グ問題への適用も期待できる．さらに図形を

配置する際の制約を Multi-sphere Scheme の

中に自然に組み入れることもできる．配置す

る図形ごとに自由回転，平行移動など配置に

関する条件を個別に指定することができる．

配置条件の扱える Multi-sphere Scheme は，

VLSI の配置問題や情報の可視化問題など，異

なるアイテム間に配置条件を持つ応用分野

へ広く適用することが可能である．この他，

グラフ構造などのデータの２次元，３次元へ

の埋め込みや可視化されたデータからの情

報の抽出に関しても基礎的な研究を合わせ

て行う． 

 

３．研究の方法 
Multi-sphere Scheme の汎用解法を構築す

るためには，円（球）による近似法，局所解

の計算法，探索領域の走査法，幾何構造を用

いたデータ構造の開発が必要である．さらに，

図形間の位置情報を取り入れたモデルに拡

張することを目指している．研究期間内には，

幾何構造を用いたデータ構造を開発や他の

非線形連続最適化法の実装により，局所解の

計算法を高速化し，数万～数十万個の球を持

つ問題例が扱えるようにすること，解空間の

効率的な探索法を開発し，大域的にも良質な

解の発見を行うことを達成し，Multi-sphere 

Scheme の基本的な枠組みを完成させる．この

間，タンパク質のドッキング問題，モーショ

ンプランニング，情報可視化で現れる問題例

に対して開発中のアルゴリズムスキームを

適用し，スキームの改良，拡張を行っていく． 

提案する図形配置アルゴリズ Multi-sphere 

Scheme の構築要素は，以下の通りであると考

えている． 

(1)与えられた図形を円・球の集合で近似す

るアルゴリズム， 

(2)局所最適解を求める非線形連続最適化ア

ルゴリズム， 

(3)大域的に良質の解を見出すための解空間

探索ヒューリスティック， 

(4)アルゴリズムを高速化させるための幾何

的データ構造， 

(5)グラフ構造/配置条件を付加するための

工夫． 

 

まず，(3)の解空間探索ヒューリスティック

の開発を行い，Multi-sphere Scheme の基本

形である(1)-(4)を完成させることを目指す．

次に，Multi-sphere Scheme 全体のエンジン

部分を担う(2)の局所最適解を求める非線形

連続最適化アルゴリズムの改良・開発を行う．

この点を少し詳しく述べると，Multi-sphere 

Scheme は，円・球同士の貫通深度の合計値を

ペナルティ関数とする制約なし非線形連続 

最適化問題の局所最適解を求めることを基

本操作としている．このペナルティ関数は微

分可能であるため，準ニュートン法や共役勾

配法などの非線形連続最適化の手法を適用

することにより, 局所最適解を効率的に求

めることができる． 計算機実験を通じて，

図形をどのように円や球で近似するのが計

算効率を向上させる上で望ましいかの知見

を得た後，これをもとにして(1)円・球の集

合で近似するアルゴリズムの改良を行う．さ

らに，(5)グラフ構造/配置条件を付加するた 

めの工夫にも着手し，情報可視化，モーショ

ンプラニングの確率ロードマップ法への適

用，タンパク質のドッキング問題への適用を

試みる．確率ロードマップ法への応用として

は，確率ロードマップ法で最初に行われる

configuration 空 間 に お け る 経 由 点

（milestone）のランダムサンプリングにお

いて，サンプル点が実行不可能（物体の衝突

が生じている）である場合に，その近くの点

で 実 行 可 能 な 点 を 探 し 出 す こ と が

Multi-sphere Scheme を使うことで容易にな

る．よって，Multi-sphere Scheme を使って，

確率ロードマップにおいて経由点の選出を

少なし，生成すべきセグメント数を減らすこ

とができると期待できる．この他，三角形メ

ッシュ，非凸多面体のグラフ論的構造，グラ

フの平面埋め込み，可視化されたグラフから

の情報抽出などに関する基礎研究も合わせ

て行う． 

 

４．研究成果 

本研究では，２次元あるいは３次元の物体を

充填する高速アルゴリズムが配置に関する



種々の制約条件に応じて柔軟に設計できる

スキームとして Multi-sphere Scheme を提案

し，その構成要素としてのモジュールの設計

やその構築のための基礎理論の研究とその

応用を行った．Multi-sphere Scheme のモジ

ュールとして中心的な役割を果たす局所最

適化モジュールは，与えられた配置から重な

りを減らす解を非線形計画問題の局所最適

解として求めるものであり，これについては， 

準ニュートン法の適用の他，衝突判定を空間

のスラブ分割を利用して行うアルゴリズム

を開発することで高い性能を発揮できてい

る．Multi-sphere Scheme の他のモジュール

として，与えらた物体の円や球による近似表

現を算出するモジュール，大域的最適解を探

索するモジュールなどの設計を主に学生の

卒業論文，修士論文の研究として行ってきて

おり一定の改良の成果を得ている．特に，３

次元物体の三角形メッシュデータからグラ

フ論的な解析の下で直接，球集合近似データ 

を構築することができている．また，

Multi-sphere Scheme に対して，インター 

フェイスを作成し，実験を通じた方法の改良

過程を可視化することができるようになり，

数値データ上には現れにくい状況について

も直観的に理解ができ，アルゴリズムの設

計・改良を効率化させることができるように

なった．このインターフェイスに関する説明

はホームページで紹介している． 

 

この他，海外の研究者との共同研究の形で，

グラフを図形表現の道具と見たときの２次

元，３次元における描画方法についての研究

を行うなど基礎理論においても多くの結果

を得ることができた．例えば，任意の３点連

結の分解構造を２次元のグラフ描画を使っ

たデータ構造として表現できる結果は，連結

グラフへの３分割を高速かつ容易に行える

ようにした重要な理論的結果の一つである．

グラフの描画に関する研究については，海外

共同研究者 Hong Seokhee 博士との協力のも

と，２次元非凸直線描画問題の新しい結果や

３次元の非凸多面体の作るグラフの特徴付

けに関する理論的研究成果が得られた．特に

後者の結果は，８０年前に得られた Steinitz

の定理を非凸多面体の場合へ初めて拡張す

ることに成功した成果である．２次元におけ

る矩形のパッキングを厳密に解くソフトウ

エアの性能の改良を続け，核となる分枝限定

アルゴリズムに新しい限定操作を組み入れ

ることで，これまで誰も解くことのできなか

ったベンチマーク問題を世界で初めて解く

ことに成功し，本研究で得られたこのパッキ

ングソルバーは現在世界最高速のものであ

る．この他，２部グラフの可視化に基づく分

類器の研究を進め，決定木やサポートベクタ

ーマシンと遜色のない結果が得られている． 
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