
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成２３年 ６月 ７日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：線形とは限らない一般の多項式系を解く為にはグレブナー基底の利用

が有用であるが、そこに媒介変数が介入すると問題は複雑になる。このような問題を解くため

の実用的なアルゴリズムの開発を目指し、そのための道具の整備を進めることに成功した。 
 
研究成果の概要（英文）：We can use Groebner basis in order to solve (non-liner) polynomial 
systems. If the systems contain parameters, the situation becomes extremely harder to 
solve them. We aimed to develop practical algorithm for such problem, and we provide 
several tools for them. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
係数部分に媒介変数を持つ多項式系を解く
ための概念として包括グレブナー基底
(comprehensive Groebner basis)及び包括グ
レ ブ ナ ー 系 (comprehensive Groebner 
system)という概念は存在したが、それを計
算する効率的なアルゴリズムは存在しなか
った。 
 
線形方程式系に対しては行列計算という応
用があり、よく知られるように産業にも科学
の発展にも欠かせない概念であるが、これは
実用的なアルゴリズムが存在してこそのも
のである。グレブナー基底は行列の標準形に
相当し、多項式系は線形方程式系の拡張概念
である。これを実用的に解くアルゴリズムが

実現すれば、その応用は線形方程式のそれを
遥かに上回る適用範囲を持つであろうと容
易に予想できる。 
 
研究代表者は、この問題に対して有効な S-S
アルゴリズムを提唱したところであった。 
 
２．研究の目的 
 
既に S-Sアルゴリズムに対する更なる改良は
国内外で研究されていたが、決定的なものは
存在しなかった。また、それらの改良でも解
決しきれない問題点も多く残されていた。 
 
行列やグレブナー基底に対しては、標準形の
定義が可能であったが、包括グレブナー系や
包括グレブナー基底には標準形の妥当な定
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義が困難であり、ともすると、S-S アルゴリ
ズム及びその応用が出力する解は、極端に複
雑なものとなる。その場合、人間の目による
可読性が低いため、解の持つ意味の解釈が困
難となる。なお、その解を応用しようとした
場合の扱いも困難となる。なお、複数の実装
により、同じ入力に対し、出力が異なる場合
があり、その正しさのチェックの際にも、目
視ではほぼ不可能となる場合があるが、同じ
出力を意味するか否かを確認するアルゴリ
ズムは存在する。 
 
そこで本研究では、 
(1) 出力に対する標準形の定義、 
(2) 出力の単純化、 
(3) 媒介変数が多い場合の高速化、及び 
(4) 特殊な場合に特化したアルゴリズム 
の開発を目指した。 

計算の高速化はもちろん重要だが、計算結果
を実際に応用する場合には、上記の(1), (2)も
上に述べたように重要となる。また、一般の
場合に高速な計算を実現するには時期尚早
と判断し、応用が多いと考えられるシチュエ
ーションにターゲットを絞り、その場合に特
化したアルゴリズムの開発を(3), (4)のよう
に目指すこととした。 
 
３．研究の方法 
 
上記(1), (2) に対しては、フォンノイマン正
規環上など特殊なグレブナー基底に詳しい
佐藤教授(東京理科大学)に協力を仰ぎつつ、
独自の視点での、数学的な意味で妥当かつ単
純な構造を持つような、標準形の定義を目指
した。 
 
包括グレブナー系に関しては、条件部分と基
底部分に分けられるが、条件部分の簡略化と
基底部分の簡略化はある程度トレードオフ
の関係にあることがわかっており、妥当と思
われる部分での調整が重要となった。 
 
一方、(3), (4)に対しては、主にグレブナー基
底の計算アルゴリズムの見直しから行った。
包括グレブナー系の計算により適したと考
えられる基底の定義を行い、その計算を比較
的規模の大きい線形代数の問題として考え
ることで、既存の行列計算アルゴリズムを適
用できる形へと問題を変形させるアプロー
チを取った。 
 
なお、研究手段としては、市販されているパ
ソコン及び、比較的安価なソフトウェアの利
用を中心とした。研究経費の削減とともに、
ユーザが本研究の成果を利用する環境に近
付けるという目的もあった。 

 
４．研究成果 
 
(1) 包括グレブナー基底や包括グレブナー
系を行列計算の経由で行う前段階として、行
列を使ってグレブナー基底を計算する手法
を確立させた。 
 
グレブナー基底計算を行うブッフバーガー
アルゴリズムは、S-多項式の生成と、多項式
に対する単項簡約から構成される。更に S-
多項式の生成は、多項式に対する単項の乗算
と及び多項式同士の加算により、単項簡約に
ついても、単項の乗算と多項式同士の加算に
より表現できる。さらに単項の乗算を、係数
の乗算及び、項の乗算へと分解すると、ブッ
フバーガーアルゴリズムは、(a) 多項式への
係数の乗算、 (b) 多項式への項の乗算、及
び (c) 多項式同士の加算へと分解できる。 
 
ここで、項の集合に適切な順序を導入するこ
とで、多項式をベクトルとして表現できる。
ここで、行列の標準形の計算が、ベクトルに
対するスカラー倍と、ベクトル同士の加算に
て行うことが可能であることに注目すれば、
ブッフバーガーアルゴリズムに対する上記
の構成要素 (a), (b), (c) の内、(a)と(c)
は行列の標準形の計算として表現できる可
能性に気付く。そこで適切な前操作により
(b)の多項式への項の乗算を行うことで、行
列の計算としてのグレブナー基底の計算を
可能とするアルゴリズムを考えることがで
きる。 
 
本研究では、実際にそのアルゴリズムを記述
し、複数の実装方法でその妥当性の検証を行
った。最適化の不足により、十分な高速化は
果たせなかったものの、グレブナー基底を計
算するアルゴリズムとしては、とても単純な
ものとして実装可能ということがわかった。 
 
さらにこれを応用して、ブーリアン・グレブ
ナー基底の計算を線形代数にて行うアルゴ
リズムを提唱した。この結果により、上記の
(b)の多項式への項の乗算の見積りが計算前
に把握可能であり、線形代数計算との相性が
良いことがわかり、またその実証のための実
装も行った。本アルゴリズムで特殊な場合で
は高速計算が可能となるこがわかった。 
 
 
(2) 教育への応用も見据え、主にスマートフ
ォン等のモバイル機器向けに、3 次元グラフ
を表示するプログラムを作成し、その課題や
困難、あるいは有用性、可能性等についてま
とめ、研究発表を行った。 
 



 

 

与えられたグラフを、アニメーションととも
に表示し、また、スマートフォンに搭載され
た加速度センサーにより様々な角度からグ
ラフを、直感的に、観察することを可能とし
た。当初は iPod touch 及び iPhone向けに単
純な機能のみを実装するに留まったが、調整
可能な要素を増やすとともに iPad への移植
も行った。また、iOS アプリケーションは、
その作成と配布に関して、Apple 社による審
査などの様々な特殊性を持つが、その特殊性
に起因する問題点やその解決方法などにつ
いても研究集会で発表を行った。 
 
また、Android への移植も行い、開発言語な
どの開発環境の違い、OpenGL の操作方法の違
いから、Apple AppStore と Android Market
の共通点についてもまとめた上で、発表を行
なった。 
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