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研究成果の概要（和文）：ホップガロア拡大とは、代数幾何学における主等質空間(または torsor)、
位相幾何学における主ファイバー束の非可換類似である。ホップガロア拡大の理論、即ちホッ

プガロア理論におけるアイデアやテクニックは、作用を伴う非可換またはスーパー可換代数、

デサント理論に大変有効である。これらを用い、量子群、スーパー代数群、ピカール・ヴェシ

オ理論の研究を行った。得られた研究成果のうちに、量子包絡環を含む一連のホップ代数のコ

サイクル変形による構成、これを応用した一般化された q-ボゾン代数、一般化された量子ダブ

ルの研究がある。 
 
 
研究成果の概要（英文）：Hopf-Galois extensions of non-commutative algebras are a 
non-commutative analogue of principal homogeneous spaces (or torsors) in algebraic 
geometry, and of principal fiber bundles in algebraic topology. Ideas and techniques 
developed in Hopf- Galois theory can be effectively applied to study non-commutative or 
super- commutative algebras, and descent theory as well. The investigator did apply these 
to study quantum groups, algebraic super-groups and Picard-Vessiot theory. The obtained 
results include the construction of a series of Hopf algebras including the quantized 
enveloping algebras, by using cocycle deformation, together with its applications to study of 
generalized q-boson algebras and generalized quantum doubles. 
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１．研究開始当初の背景 
量子群 U_q が、1980 年代半ば Drinfeld と
神保により独立に発見されて以来、さまざま
な応用が見いだされ、実り豊かな研究成果が
もたらされた。しかし、生成系と関係式によ
る U_q の定義は複雑なため、より概念的で
判りやすい構成法が求められた。 
 
 
２．研究の目的 
ホップガロア理論を応用し、U_q のコサイク
ル変形による構成法を与える。これは即ち、
U_q を、より判りやすい次数付きホップ代数
のコサイクル変形として捉え、そこからさま
ざまな情報を引き出そうとするものである。 
 
 
３．研究の方法 
ホップ代数学（とくにホップガロア理論）に
おける、コサイクル変形、デサントといった
方法や、組紐代数、ボゾン化のアイデアを用
いた。デサントを除くと、これらは量子群の
研究において現れたか、またその研究を契機
に明確に意識されるようになったものであ
る。 
特に、コサイクル変形について説明を加え

る。ホップ代数Ｈに対し、双１次形式 s : H 
x H → k でたたみ込み積に関し可逆でコサ
イクル条件を満たすものとする。このような 
s に対し、Ｈを余代数と見て、Ｈの上に新し
い積をもともとの積の s 共役として定義し
たもの L を、Ｈの s によるコサイクル変形
と呼ぶ。これ Drinfeld による構成の双対化
である。Ｌもまたホップ代数になり、H と L
の余加群圏はテンソル圏として同型になる
ことが知られている。 
 
 
４．研究成果 
ホップガロア理論の応用を、当初意図した量
子群に加え、スーパー代数群、ピカール・ヴ
ェシオ理論等にも見い出せた。 
 
(1)量子群に関して:まず次の定理を得た。 
 
定理([下記雑誌論文リスト中 ⑥ ⑤]). 量
子群 U_q を含む一連の点状ホップ代数（更
にその一般化）は（より判りやすい）それら
の次数化のコサイクル変形である。 
 
このコサイクル変形の方法で次の成果を

得た。 
・量子ダブルの判りやすい構成法を与えた
([論文⑤])。 
q-ボゾン(または柏原）代数とその上の加群

をより一般的状況で研究した([論文④])。 
・極小準三角点状ホップ代数の記述を与えた
た([論文②])。 
・Whitehead Lemma の量子版を証明した([論
文⑥])。 
 
 このうち最後の結果は次のとおり。 
 
定理. q が１のベキ根でない場合、有限型の
カルタン行列に付随する量子群Ｕ_q に対し、 
勝手な有限次元 Ｕ_q-加群 Ｍ を係数域に
もつ第２コホモロジー Ｈ^2(Ｕ_q, Ｍ) は
消滅する。 
 
以上の研究成果を、学会発表リスト中の 

④ にて発表した。 
ホップガロア理論の別の応用として、いわ

ゆる永田の定理「正標数の体上、線型簡約連
結群スキームはアーベルである」の量子版を
有限量子群について証明した。即ち次を得た。 
 
定理([論文④]). 正標数 p の体上、代数とし
て局所的な有限次元余半単純ホップ代数は
必ず余可換であり、基礎体が代数閉体であれ
ば p 群の群環に同型になる。 
 
(2)スーパー代数群に関して：おおざっぱに
言って、ベクトル空間の上の通常のシンメト
リーを一般化した、スーパー・シンメトリー
に基づく代数群をスーパー代数群と呼ぶ。こ
れを最も一般的な函手的見地から研究した。 
その見地では、スーパー可換代数の圏上定義
された群函手をスーパー群と呼び、条件を加
えたものを条件が次第にきつくなる順に、ス
ーパー群層、スーパー群スキーム、スーパ
ー・アフィン群、スーパー代数群と呼ぶ。
Alexander Zubkov と共同研究の成果を、プ
レプリント(投稿中)  
 
A. Masuoka, A. N. Zubkov, Quotient 
sheaves of algebraic supergroups are 
superschemes, arXiv: math. 1007.2236 
 
と学会発表 ③ にて発表した。主定理は次の
とおり。 
 
定理. スーパー代数群 Ｇ の閉部分スーパ
ー群 Ｈ による商層 Ｇ/Ｈ が必ずネータ的
スーパースキームである。 
 
これはスーパー幾何学における基本問題

に答えるもので、これまで例えばコホモロジ
ーを定義するとき置かれていた仮定が、実は
不要であることが明らかになった。 
 



(3) ピカール・ヴェシオ理論に関して：微分
または差分方程式のガロア理論は、ピカー
ル・ヴェシオ理論と呼ばれる。先に竹内光弘
はホップ代数を用いて、微分方程式のピカー
ル・ヴェシオ理論をより洗練した形に再構成
し、ついで研究代表者は天野勝利と共同で、
この竹内の理論を差分方程式の理論も統一
的に含む形に一般化した。こうして得られた
一連の結果を、この 2人と共同で、より受け
入れやられやすい形にして解説した（下記図
書リスト中 ①）。 
 また当該分野の２つの新しい話題、反復 
q-差分代数とパラメタ付き微分方程式のピ
カール・ヴェシオ理論、に関しての考察を２
編のプレプリント  
 
A. Masuoka, The x_R-bialgebra associated 
with an iterative q-difference algebra, 
A. Masuoka, D-Picard-Vessiot extensions of 
artinian simple Ď-module algebras” 
 
にまとめた。 
 これらの研究成果を学会発表 ② ① にて
行った。特に ② において、名古屋大学名誉
教授・梅村浩先生とお近づきになることがで
き、いろいろ教えていただいたことはとても
有益であった。 
 
(4) 非可換 torsor について：前述のとおり、
非可換 torsor とは、ホップガロア拡大に他
ならないが、torsor の理論の非可換アナロ
グであることを強調するためにこの名称を
用いる。 
  J.-P. Serre らは代数群Ｇに対し  versal 
torsor なる概念を定義した。おおざっぱに言
うとそれは、すべての G-torsors、則ち G の
twisted form であるような G-varieties、の
パラメトリゼーションをあたえる variety を
指す。 
 E. Aljadeff と C. Kassel はこの versal 
torsor の非可換アナログを考案した。則ち、
基礎体 k 上、Ｈをホップ代数、Ａを正規底を
持つ H-ガロア拡大とするとき、次の性質を満
たす可換代数 B=B(H,A) を構成した。ｋの
各拡大体Ｋに対し、Spec B の各Ｋ有理点が、
Ａの twisted K-form (正規底を持つH-ガロア
拡大としての) を与える。この Spec B を非
可換 versal torsor と呼ぶには、この逆の性
質、則ち、「Ａの twisted K-form が必ず 
Spec B のＫ有理点により与えられる」を持
つ必要がある。 
 研究代表者は C. Kassel との共同研究(論
文[①])で次の成果を得た。 
・H、Ａに応じ、Ｈの適当なコサイクル変形
L を選べば B(H,A) = B(L,L) とできる。 
・従って H=A の場合考察すれば十分である
が、この場合、H が(i)有限次元、(ii)可換、(iii)

余可換、(iv)点状かつ各群様元の位数有限、
のいずれかの条件を満たせば、Spec B は非可
換 versal torsor として期待される上の性質
を持つ。 
 一方、代数群 G に対し、G-torsor を用い
て G-variety を変形し新しい G-torsor を構
成する(例えば Severi-Brauer varieity の構
成)方法は古くから知られているが、これの非
可換アナログを考えることができる。P. 
Guillot, C. Kassel との共同研究で、非可換
torsor を用いた、ホップ代数上の comodule 
代数の変形を、生成元と基本関係式で具体的
に与え、いくつかの重要な例を構成し、その
具体例の持つ性質を研究した。この成果は次
の論文にまとめた。 
 
P. Guillot, C. Kassel, A. Masuoka, Twisting 
algebras using non-commutative tosors—   
Explicit computations, Math. Zeit., 査読有
り（掲載予定） 
 
(5) ホップ代数に関して：半単純ホップ代数
の分類に関して、自らの研究成果を交えて解
説した(図書②）。 
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