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研究成果の概要（和文）：楕円曲面のモーデル・ヴェイユ格子および特別な代数曲面に関する以
下のテーマを中心に研究した：（１）Ｋ３曲面と球のつめこみ問題の相関関係，（２）ある種の
楕円曲面の存在、有限性定理，（３）モーデル・ヴェイユ格子から生ずるガロア表現と代数方程
式，（４）例外型の乗法的卓越族の構成と応用．（５）楕円曲面の整点の研究とグレブナ基底，
（６）フェルマー曲面上の代数的サイクル．得られた研究成果と発表論文は下記４に記述する． 
 
 
研究成果の概要（英文）：We have studied selected topics on Mordell-Weil lattices (MWL) of 
elliptic surfaces: (1) K3 surfaces and sphere packing problem,  (2) Existence and finiteness 
theorem of semi-stable extremal elliptic surfaces of any arithmetic genus, (3) Galois 
representations and algebraic equations arising from MWL, (4) Construction of 
multiplicative excellent families of elliptic surfaces with MWL of type E_6, E_7 or E_8, (5) 
Integral sections and Groebner basis, (6) Lines as generators of Neron-Severi group of 
Fermat surfaces. 
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１．研究開始当初の背景 

研究代表者（塩田）が１９８９年以来構築
してきたモーデル・ヴェイユ格子の理論は、
一方では格子の新しい構成法を与えるとと
もに、他方では格子の情報をもとに、モー
デル・ヴェイユ群本来の数論的性質ないし

代数曲面の幾何学的性質を導きだす可能性
をもつ．この優れた両面性をもとに、これ
までに多くの成果が理論から応用にわたる
領域で得られており、われわれの研究は国
際的にも高い評価を得てきた．  
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２．研究の目的 
本研究では、これらの研究成果を踏まえて、
モーデル・ヴェイユ格子理論の更なる展望を
はかり、また代数曲面上の代数的サイクルの
知見を得るために、次の具体的なテーマにつ
いて研究を深めることを目標とした． 
（１）Ｋ３曲面と球のつめこみ問題、 
（２）ある種の楕円曲面の存在、有限性定理
と定義体の問題、 
（３）モーデル・ヴェイユ格子から生ずるガ
ロア表現と代数方程式、 

（４）例外型の乗法的卓越族の構成と応用． 
（５）楕円曲面の整点の研究とグレブナ基底． 
（６）フェルマー曲面上の代数的サイクル 
 
３．研究の方法 
（１）これらの問題の研究には，理論的な設
定から実例の構成にいたるまで思考の手助
けとしてコンピュータによる計算が欠かせ
ない．所期の結果を確立するために，当科研
費補助金で購入したコンピュータは大変役
に立った． 
（２）国内外の研究者との意見の交換，とく
に海外の優秀な研究者との直接的議論は研
究の推進上極めて有用であった．実際，以下
の業績説明や発表論文に記すように，それぞ
れドイツ，オランダ，米国の大学に属する数
学者 M. Schuett, R. van Luijk, A. Kumar 
達との共同研究は，数編の国際的に注目を集
める研究論文に結実させることが出来たこ
とを付記する． 
 
 
４．研究成果 
上の各テーマ毎に研究成果を要約すると以
下の通りである（発表論文の番号付け等は次
頁参照）． 
 
（１）楕円曲線の直積のクンマー曲面から底
変換で得られる６個の互いに同種な複素楕
円Ｋ３曲面 Fn (n=1,,,6) について、Fn の超
越格子を Tn とすると、「Tn の格子構造は T1
のそれの n倍に同型である」ことを証明した．
（n=2 のときは猪瀬・塩田の既知の結果）．証
明の鍵は、対応するモーデル・ヴェイユ格子
に球のつめこみ密度の限界を用いる。この結
果により、楕円 K３曲面 Fn のモーデル・ヴェ
イユ格子およびネロン・セヴェリ格子の構造
が決定できる. 論文⑨ 
また，この楕円 K３曲面を正標数 pでみると、
適当な条件のもとに、ランクが（K３として
は最大の）２０のものが現れる。p を固定し
たとき，これらの K３曲面は互いに同型であ
るが，「ランクが２０の楕円曲面としての同
型類の個数は pとともにいくらでも大きくな
る」ことを論文①で示した． 
 

（２）1変数多項式環の abc-定理で等号が成
立する場合に注目して Belyi の定理を適
用することにより、次の結果を証明した。「射
影直線上の複素楕円曲面で半安定かつ 
extremal なものは、任意の算術種数に対し、
存在し、かつその同型類が有限個しかない」。
これは、算術種数１、２の場合（有理楕円曲
面やＫ３曲面）に関するボーヴィル、パーソ
ン等の結果を、任意の算術種数の場合に拡張
したものである。論文⑩，図書①． 
 
（３）モーデル・ヴェイユ格子から生ずるガ
ロア表現を考え、ワイル群 W(E_8) をガロア
群とする整数係数多項式の具体例を構成し
た（論文⑧）．E_6, E_7 について対応する事
実は１９９０年の塩田の ICM 論文で証明さ
れていた．最近，証明に必要な W(E_8)の群論
的補題とともに，別の方法による構成が
Jouve 等 によって提示されたので，その補
題を援用してより簡単な具体例の構成を与
えた． 
 
（４）モーデル・ヴェイユ格子が E_6 型の有
理楕円曲面の乗法的卓越族の構成に成功し
た（論文③）．さらに Kumar との共著論文②
において，E_7, E_8 への拡張が確立された． 
これらの  E_r (r=6,7,8)  型の乗法的卓越
族に関する結果を、以前に構成した有理楕円
曲面の加法的卓越族に比較して言えば、次の
通りである．モーデル・ヴェイユ群の分解体
は、r 個の変数によって基礎体上生成される
純粋超越拡大体であると同時に，族の定義体
のガロア拡大でワイル群 W(E_r) をガロア
群とするものである点は共通しているが、族
を定義するワイヤシュトラス方程式の係数
が、加法的な設定ではワイル群 W(E_r)  の
基本不変多項式となるのに対し、乗法的な設
定では、変数のローラン多項式環内の基本不
変式となる、言い換えると例外 E_r 型リー
群（または環）の基本指標と等価になってい
る．これは整数論や del Pezzo 曲面に多くの
応用をもつ重要な結果で，たとえば上の（３）
と同様な応用がある． 
 
 (５) 楕円曲面で零切断と交わらない切断
を整切断ないし整点とよぶ．整点の有限性
（ジーゲルの定理の類似）はモーデル・ヴェ
イユ格子のハイト公式から明らかである．底
曲線が射影直線の場合に「整点スキーム」の
概念を導入し各整点の「重複度」を定義し、
基本的な問題を提起した。そして有理楕円曲
面の場合にはモーデル・ヴェイユ格子の構造
とルート格子 E_8 についての知見を用いて、
これらの問題を完全に解決，とくに整点の個
数と重複度を完全に決定した．この結果は、
整点のイデアルのグレブナ基底の計算でも
検証される興味深い応用をもつ。論文⑥，⑦ 



 
（６）「複素フェルマー曲面のネロン・セヴ
ェリ群は，次数ｍが６と互いに素のとき、直
線達のクラスにより生成される」ことは周知
の結果である．ただし有理数係数でのことで
ある．本研究においてはこれを精密化して、
「さらにｍが１００以下のとき、整数係数で
生成される」ことを証明した。適当な素数を
とり、超特異的なフェルマー曲面のネロン・
セヴェリ格子への埋め込みを利用する。シュ
ットおよびヴァン・ルイクとの共著論文④． 
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