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研究成果の概要（和文）： 

アレクサンドロフ空間上に正値ラドン測度が与えられたとき、それがあるビショプ・グロモフ
の比較条件をみたし、空間が直線を含むとき、その空間は直線とある空間の直積に同相となる
ことを証明した。これはチーガー・グロモールの分割定理の一般化となっている。 

もう一つの成果として、非負リッチ曲率をもつ閉リーマン多様体の列が与えられて、その直径
が一様に上に有界とするとき、ある k に対してラプラシアンの第 k 固有値が無限大へ発散する
ならば、第 1 固有値も無限大へ発散し測度の集中現象が起こることを証明した。 

 
研究成果の概要（英文）： 

We prove that given an Alexandrov space and a positive Radon measure on it, if the 

measure satisfies a comparison condition of Bishop-Gromov type and if the space contains a 

straight line, then the space is homeomorphic to the direct product of some space and the 

real line.  This is a generalization of the Cheeger-Gromall splitting theorem. 

As another result, given a sequence of closed Riemannian manifolds of nonnegative Ricci 

curvature and with a uniform upper bound of diameter, if the k-th eigenvalue of the 

Laplacian of the manifold in the sequence is divergent to infinity, then the first eigenvalue 

is also divergent and the measure concentration happens. 
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１．研究開始当初の背景 

 

最適輸送問題とは，ある物体の集合を移動
させる時にコストを最小にする問題である．
最も単純な場合では，以下のように定式化
される．m 箇所の地点 x_1,...,x_m にそれぞ

れ重量が a_1,…,a_m の砂が積んであったと
する．ここで，a_i は正の実数とする．これ
らをトラックで運んで y_1,...,y_nの地点にそ
れぞれ重量がb_1,...,b_nとなるようにしたい．
ただし，総重量は移動前と移動後で同じで
なければならないので，Σ_i a_i = Σ_j b_j と
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仮定しておく．単位重量の砂を地点 x から地
点 y へ運ぶコストを c(x,y)とする．x_i から
y_j へ重量 w_ij だけ砂を運んだとすると，総
コストは I(w) := Σ_i,j w_ij c(x_i,y_j) (w := 

(w_ij))となる．輸送前の状態から Σ_j w_ij = 

a_i (i = 1,...,m)が，輸送後の状態から ∑_i 

w_ij = b_j (j = 1,...,n)が成り立っていなけれ
ばならない．この制約条件のもとで，I(w)を
最小にするような w = (w_{ij})を求めよ，と
いうのが最適輸送問題の一番簡単なもので
ある．このような問題は，空間Xの上にコス
ト関数 c(x,y), x,y ∊ X,および全測度が等しい
２つの測度 μ, ν が与えられたとき，μ から ν

への移動コストを最小化する問題へと一般
化され，Monge や Kantorovitch によって
研究された．R^n 上の最適輸送問題の解は 

Monge-Ampere 方程式の解にも対応してお
り，解析学において様々な研究がなされて
きた． 

最 近 に な り ， Otto-Villani や
Cordero-Erausquin-McCann-Schmuckensc

hlager らにより，最適輸送問題とリッチ曲
率との関係が見出された．これを以下に説
明する．リーマン多様体 M 上の確率測度全
体の空間 P(M)を考える．M 上のコスト関数
c(x,y) として，距離関数の 2 乗の半分
c(x,y) := d(x,y)^2/2 を考える．２つの測度
μ,ν ∊ P(M)に対して，μ から ν への最適輸送
のコストを d_W(μ,ν)とおくと，(P(M),d_W)

は距離空間となる．さらに，任意の μ，ν ∊ 

P(M)に対して，これらは長さが最短の曲線
γ:[0,l] → P(M) で 結ばれ ， γ の長 さは
d_W(μ,ν)に等しいことが分かる．すなわち，
γは最短測地線であり，(P(M),d_W)は測地空
間となる．v_M ∊ P(M)を M のリーマン体積
測度を総体積で割った測度としたとき，
P(M)上の任意の測地線 γ に対して，v_M か
らの γ(t)への相対エンロトピーが t に関して
凸関数になっているということが，M のリ
ッチ曲率が非負であることと同値となるの
である．さらに，リッチ曲率がある定数以
上ということに対応する条件も得られてい
る． 

これらの研究とは独立に，リーマン多様体
の断面曲率が下に有界であることを距離空
間（測地空間）に拡張した概念が研究されて
きた．これは最初 A. D. Alexandrov によっ
て導入され，Burago-Gromov-Perelman に
よって近代的な基礎が築かれた．今日この
ような空間は Alexandrov 空間と呼ばれてい
る．曲率 κ 以上の Alexandrov 空間の定義は，
まず測地空間であり，さらに任意の（最短測
地線からなる）三角形△に対して，対応する
辺の長さの等しい三角形△’を定曲率 κ の空
間にとると，△の方が△’より細くなって
いないということで定義する．リーマン幾
何学において，多様体の収束・崩壊の研究

は一つの主要なトピックであるが，断面曲
率 が 下 に 有 界 な リ ー マ ン 多 様 体 の
Gromov-Hausdorff 極限はもはや多様体には
ならず，Alexandrov 空間となる．（体積が
ゼロに収束するGromov-Hausdorff収束を崩
壊と呼ぶ．）このため，Alexandrov 空間の
研究は多様体の収束・崩壊の研究と切って
も切れない関係にある．また，最近の 

Perelman による幾何化予想の証明におい
ても，多様体の崩壊と Alexandrov 空間が使
われたことも記憶に新しい．このような理
由から Alexandrov 空間の研究は重要視され
ているが，多様体の収束・崩壊の研究以前
から，Alexandrov 空間はそれ自身に興味が
持たれ脈々と研究されてきた歴史がある． 

断面曲率が下に有界という仮定の代わりに，
リッチ曲率が下に有界な多様体の収束・崩
壊の研究は困難を極める．現在のところ，
Cheeger-Colding による非常に難解な研究が
あるが，彼らは非崩壊の場合にはある程度
よい結果を得たが，崩壊する場合には残念
ながら十分な結果を得たとはいい難い．断
面曲率の場合は，Alexandrov 空間の理解が
リーマン多様体のより深い理解につながっ
たことを考えると，リッチ曲率が下に有界
な距離空間を定式化して研究することは非
常に有益であると考えられる．しかし，リ
ッチ曲率には断面曲率とは根本的に異なる
現象がある．距離空間においてリッチ曲率
が下に有界であることをうまく定式化する
ことは簡単ではなく，長年の課題とされて
きた．誰でも思いつく一つの定義は，
Bishop-Gromov の体積の比較条件だが，こ
の条件は弱過ぎてそれほどよい結果は導け
なかった．そこで，Lott-Villani, Sturm は，
上記の最適輸送問題の条件に着目して，そ
れを測度距離空間上でのリッチ曲率の下限
条件の定義としたのである．重要な性質と
して，この条件は Gromov-Hausdorff 収束
で保たれることが分かっている．また，不
完全ながらこれから Bishop-Gromov の不
等式や，log-Sobolev 不等式が導かれること
も分かっている．現在も非常に活発に研究
が進展しているが，色々と困難な問題も山
積している．一つの大きな問題として，自
然なラプラシアンの定義が未だ見つかって
いないことが挙げられる．リッチ曲率とラ
プ ラ シ ア ン は 本 来 密 月 関 係 に あ り ，
Cheeger-Colding の研究においても，極限
空間に自然なラプラシアンが内在的に定義
され，収束するリーマン多様体のラプラシ
アンがある自然な意味で極限のラプラシア
ンへ収束していることが証明された（深谷の
予想の解決）．リッチ曲率が非負の測地空間
の単純な例として，（任意の）有限次元ノル
ム空間があるが，これに対しても自然なラ
プラシアンの定義は不可能ではないかと思



 

 

われる．ラプラシアンは L^2エネルギー2次
形式から導出されるが，これには内積が必
要不可欠だからである．一方で Alexandrov

空間においては，ほとんど全ての点におい
てリーマン計量が存在して（大津・塩谷（研
究代表者）の定理），それを元にしてラプラ
シアンを定義，研究することができた（桑江
（研究連係者）・塩谷（研究代表者）・町
頭）． 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目標は測度距離空間や Alexandrov

空間のリッチ曲率の下限条件を多角的に研
究することである．その結果として、リー
マン多様体で知られた結果を測度距離空間
や Alexandrov 空間へ拡張することができる．
このような研究はリーマン多様体の研究の
後追いという感が否めないと思う．しかし，
今までにない視点からの新しい証明方法を
開発することによって，よりリーマン多様
体とリッチ曲率の理解が深まることになる．
さらに，距離空間においてある性質を証明
すると，ほぼ自動的に空間を摂動してもほ
とんど同じ性質が得られることがあるのも
利点である．距離空間上の幾何解析の研究
の特徴として，今まで微分形で知られてい
た式を全て積分形に書き直して解釈する必
要がある．これは多くの場合非常に非自明
であり，その際たる例がリッチ曲率の下限
条件を最適輸送問題の言葉で書き直すこと
である．曲率テンソルは定義不可能で，リ
ッチ曲率や断面曲率も普通の意味では存在
しないが，それでも曲率が下に有界である
ような幾何学性質をもっている．この様な
条件の下でも，ラプラシアンの比較定理や 

log-Sobolev 不等式などの種々の重要な結果
が得られるのは，ある意味，微妙なバラン
スの上に立っていると言えよう． 

また，リッチ曲率は測度の集中現象とも密
接な関係があるが，リーマン多様体の収
束・崩壊現象の類似として，測度の集中現
象とラプラシアンについて研究する． 

 

３．研究の方法 

 

毎年，研究会「確率論と幾何学」を開催し，
国内外の研究者と研究交流をした．これに
より，研究のアイディアを得たり，最新の
研究動向を知ることができて，研究を推進
する数々の知見を得た．また，各種，学会
や研究集会へ出席することにより，研究の
活性化を図った． 

 

４．研究成果 

 

以 前 の 桑 江 ・ 塩 谷 の 研 究 に よ り ，

Alexandrov 空間上でハウスドルフ測度に関
して Bishop-Gromov の不等式（の無限小バ
ージョン）からラプラシアンの比較定理が得
られることが分かった．本研究において，
この結果を重みつきの Alexandrov 空間へと
拡張した．つまり，Alexandrov 空間上に与
え ら れ た 正 値 ラ ド ン 測 度 μ が
Bishop-Gromov の不等式をみたすとき，ラ
プラシアンの比較定理を証明した．このた
めには，まず重みが μのディリクレ形式を構
成する必要があったが，特異点がそのラド
ン測度について測度ゼロであることを証明
し，チーガーの理論を用いることで，リッ
プシッツ関数が μについてほとんどいたると
ころで微分可能であることを示し，重みが μ

のディリクレ形式を構成した．また，その
ディリクレ形式が距離関数との両立条件を
みたすことも証明した．さらに，重み μのデ
ィリクレ形式に対して，劣調和関数の最大
値原理を桑江の一般論から導いた．ラプラ
シアンの比較定理とこの最大値原理を用い
て，チーガー・グロモールの方法により，
分割定理を証明した．つまり，そのような
Alexandrov 空間が直線を含むとき，空間が
実数直線とある空間の直積に同相であるこ
とを証明した． 

閉リーマン多様体の列が与えられたとき，
もしある kに対して，ラプラシアンの弟 k固
有値が無限大へ発散するならば，その列は k

点からなる集合へ集中することを証明した．
さらに直径が一様に上に有界で非負リッチ
曲率をもつ閉リーマン多様体の列の測度集
中による極限は連結であることを証明した．
これら２つを組み合わせることにより，直
径が一様に上に有界で非負リッチ曲率をも
つ閉リーマン多様体の列に対して，ラプラ
シアンの弟 k固有値が無限大へ発散するなら
ば，測度集中を引き起こし，弟１固有値が
発散することが分かった．将来の課題とし
て直径の有界性の条件を取り除くことを目
指したい． 
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