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研究成果の概要（和文）： 

空間は単連結とし，すべて奇素数 p で局所化されているとする．また，ホップ空間のホモロ

ジー群は p トーションを持たず，mod p コホモロジー環は有限とする．我々は，まず，階数が

5 以下の既約なホップ空間の分類を完成させ，それを用いてホップ空間の生成元の次元の

幅が 8(p-1)未満である場合についての既約分解を決定した．また，その研究の過程で，球

面の非安定ホモトピー群の低い次元の生成元がアルファ元の高位の Toda 積で表されるこ

とを示した．さらに，四元数 Stiefel 多様体や実 Stiefel 多様体の準 p 正則性に関して知ら

れている結果の拡張も得た． 
 
研究成果の概要（英文）： 
Spaces are assumed to be simply connected and localized at a fixed odd prime p. We 

assume that the homology of each Hopf space has no p torsion, and the mod p 
cohomology ring of it is finite. We first completed the classification of irreducible Hopf 
spaces with rank less than or equal to five. Then, by using this result, we determined the 
irreducible decomposition of Hopf spaces satisfying the condition that the difference 
between the maximum and the minimum dimensions of the generators is less that 8(p-1). 
In the course of studying this problem we showed that some low dimensional unstable 
homotopy groups of spheres are generated by elements given by long Toda bracket of 
alpha elements. Moreover we extended a known fact on quasi p regularity of 
quaternionic Stiefel manifolds and real Stiefel manifolds.  
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１． 研究開始当初の背景 
ループ空間は位相幾何学において重要な

研究対象であり，これまでさまざまな観点か
ら研究されてきた．中でも，p 完備な有限位
相群である p コンパクト群は，コンパクト
Lie 群と多くの点で似た性質を持ち，重要な
研究対象であることが明らかになっている． 

一方，与えられた空間を既約な空間の積に
分解することはホモトピー論において基本
的な問題であり，たとえばコンパクト Lie 群
などに対してはこの分解は完全に調べられ
ている．さらに p コンパクト群についても，
研究開始当初に研究代表者は，それらの分解
に現れる既約な空間の分類に関していくら
かの成果を得ていた．その際に得られたアト
ミック空間は，球面上の逐次球面束であり，
しかも球面のホモトピー群におけるアルフ
ァ元のみでコントロールされているという
きわめて扱いやすい構造をもつことが分か
った．そこで，このアトミック空間を研究す
ることにより，p コンパクト群の構造をより
深く知ることができるのではないかと考え
るにいたった．さらに，Stiefel 多様体のよう
なコンパクト Lie 群に関連する重要な空間の
多くが，このような単純な空間の積として分
解される可能性があるということも予想で
きた．以上の観点より，ホップ空間と p コン
パクト群の研究を行うことにした．  
 
２．研究の目的 

(1) p コンパクト群の分解を用いて，その構
造を調べる．研究代表者が示した p コンパク
ト群の分解に現れるアトミック空間は，
Mimura, Nishida, Toda によるコンパクト
Lie 群の分解に現れる空間が中心である．ま
た，それ以外にはわずか３種類しか発見され
ておらず，それらは例外群 G_2 の mod 3 構
造を素数 5 と 7 に拡張した空間であった．そ
の際，分解に現れる空間のホモトピー論的構
造は扱いやすいものであり，それらを調べる
ことが，p コンパクト群の研究に新たな方向
性を与えるはずであると確信するにいたっ
た．具体的には p コンパクト群の高位ホモト
ピー可換性の研究，自己写像のホモトピー類
からなる群の構造の研究，および LS カテゴ
リーの決定などに応用できると考えられた． 

(2) 奇素数 p に対し，p トーションを持た
ない単連結なアトミックなホップ空間の分
類を行う．ここで，p トーションを持たない
ものに限定した理由は，Andersen, Grodal, 
Moller, Viruel により示された，任意の p コ
ンパクト群（p は奇素数）はコンパクト Lie
群の p完備化と pトーションを持たない単連
結な pコンパクト群に分解されるという事実
による．研究代表者は，p トーションを持た
ない単連結なアトミックなホップ空間は，階

数が小さい時には，p コンパクト群の分解に
現れるアトミックなホップ空間に似た性質
を持つという予想を持っており，これを示す
のがこのテーマの主目的であった．さらに，
得られた分類を用いて，p トーションをもた
ない有限ホップ空間に対して，(1)で述べた p
コンパクト群の研究と同様な問題を考察す
ることにした． 

(3) Stiefel 多様体の mod $p$ホップ構造の
研究．Stiefel 多様体のコホモロジーは，有限
個の奇数次元の元で生成される外積代数に
なっていることが知られている．このことは，
Stiefel 多様体が mod p ホップ空間になる可
能性があることを意味する．実際，研究代表
者は以前に階数が小さい Steifel 多様体は奇
数次元球面の積と p同値になることを示して
おり，これは mod p ホップ空間になることも
意味する．我々は，階数が大きい場合でも，
(2)の研究で与えられるアトミックなホップ
空間の積に p 同値になることを示し，それを
用いて Steifel 多様体が mod p ホップ空間に
なることを示すのを目標とした．  

 
３．研究の方法 

(1) 研究代表者により最近得られた p コン
パクト群の分解に関する結果を用いたもの
が最初のテーマの主な研究方法になる．まず，
p コンパクト群の自己写像のホモトピー類か
らなる群の構造に関しての研究であるが，す
でに単純 p コンパクト群で球面や B_n(p)に
より分解するもののいくつかについて，研究
代表者の学生の西信が非可換性を示してい
る．そこで，より一般的なアトミック空間へ
の分解を用いることにより，この結果の拡張
が得られるのではないかと考えた．この研究
は，連携研究者の築山の協力の下で代表者と
森杉が中心に行った．森杉は関連する研究に
より科学研究費補助金を得たことがあり，そ
のため彼はこの研究には最適であった．また，
築山も自己写像のホモトピー集合に関する
研究を長年行っており，有力な協力者になる
と考えた．一方，p コンパクト群の高位ホモ
トピー可換性については，まずアトミックな
空間に関して考える必要があり，研究目的の
(2)の成果の下で研究をはじめることとした．
最後に，p コンパクト群の LS カテゴリーの
研究であるが，これは，p 完備である p コン
パクト群そのものを考えるのではなく，p コ
ンパクト群の分解に現れるアトミック空間
は有限複体の p 完備化になっているので，そ
の有限複体の積空間として pコンパクト群の
有限複体による表現を考え，それの LS カテ
ゴリーを調べる．そのため，この研究も，ま
ずアトミックな空間に関して考える必要が
あった．この研究は連携研究者の山口の協力
の下に行うこととした．彼はこれまで LS カ



テゴリーに関する論文を数編発表しており，
この研究には適任であると考えた． 

(2) p 完備な空間はアトミック空間の積に
一意的に分解できる．よって，アトミックな
ホップ空間を分類研究することにより，一般
のホップ空間の構造がよく分かる．しかし，
アトミックなホップ空間は非常に多く存在
する．たとえば p が 5 以上の素数なら，球面
上の球面束でアトミックなホップ空間にな
るものは，奇数次元球面の偶数次元ホモトピ
ー群と同じだけ存在する．よって，アトミッ
クなホップ空間の単純な分類は意味を持た
ない．しかしながら，一方で p コンパクト群
の分解に現れるアトミックなホップ空間は
アルファ元だけでコントロールされている
という事実があり，そのため，応用上重要な
ものはそれほど多くないことが分かる．我々
は，まず mod p コホモロジーが有限個の奇数
次元の元で生成され，その次元の幅が
2(p^2-p)でおさえられるアトミックなホップ
空間の分類を考えた．実際，p コンパクト群
の分解で現れるものはこの性質をもつ．そし
て，我々は，そのようなアトミック空間のコ
ホモロジーの生成元の次元はすべて異なり，
2(p-1)の倍数のギャップがあるという予想を
立てた．すなわち，上記のアトミック空間は
何らかの形でアルファ元と関連した形でコ
ントロールされるということである．この事
実を示すことができれば，p コンパクト群の
研究と同様な方法で mod p 有限ホップ空間
の研究が可能になると考えた．この研究は，
代表者が中心に行ったが，空間がアルファ元
と関連した形でコントロールされるという
事実を明快に表現するために，BP 理論や，
それを発展させたMorava K理論を用いるこ
とを考えた．そのため，日本の BP 理論の第
１人者である下村に協力を頼んだ． 

(3) Stielfee 多様体のコホモロジーは，有限
個の奇数次元の元で生成される外積代数に
なっている．研究代表者は過去に，階数が小
さい Steifel 多様体は奇数次元球面の積と p
同値になり，それを用いて mod p ホップ空間
になることを示した．それは James による
intrinsic join を用いて示したのである．しか
しながら，階数が大きい場合でも，研究目的
の(2)で与えられるアトミックなホップ空間
の積空間から Stiefel 多様体の逐次ループ空
間への低い次元での p同値写像を構成するこ
とにより，同様な方法が適応できると考えた．
この研究は，代表者が中心で行うこととした． 
 
４．研究成果 

(1) 研究開始の前年度に，奇素数 pに対し
ホモロジーにねじれを持たない単連結有限 p
コンパクト群上の reduced power operation
の作用を決定したが，さらにその結果を拡張
し，すべての pコンパクト群に対して，アト

ム空間による積空間分解を決定した．これは，
1977年の Mimura, Nishida, Todaによるコン
パクト Lie群の mod p分解に関する結果を拡
張したもので，実際にコンパクト Lie群の分
解に現れるアトム空間に若干の特別な空間
を加えたものにより，任意の pコンパクト群
が分解されることを示している．残念ながら
この結果は発表前に Davisにより論文として
公表されてしまった． 
(2) 四元数 Stiefel多様体や実 Stiefel多

様体の奇素数 pに対する準 p正則性に関して
部分的結果を得た．ここで用いた方法は，複
素 Stiefel多様体には適応できず，四元数や
実 Stiefel多様体に固有な方法である． 
(3) コンパクト Lie群の既約分解に関する

ものとして，Serre の p 正則性に関する結果
とその一般化である Kumpel の定理，さらに
Mimura, Nishida, Toda による準 p 正則性に
関する結果とその一般化である Hemmiの定理
が知られている．我々はこれらの結果をさら
に拡張し，mod p コホモロジー環が外積代数
であるホップ空間がそのコホモロジーの生
成元の次元の最大と最小の差が 8(p-1)未満
である場合についての同様な既約分解を決
定した． 
(4) 階数が小さいアトミック空間は「何ら

かの形でアルファ元と関連した形でコント
ロールされる」という予想に関して階数が５
の場合の興味深い例を発見した．この例は
Lie 群の分解には表れないタイプのものであ
る． 

(5) 既約な mod p外積ホップ空間で，生成
元の次元の最大値と最小値の差が 2p(p-1)未
満であるものについて調べた．結果として p
が 5以上の素数のとき，階数が 4以下である
既約な mod p外積ホップ空間はその生成元の
次元がすべて異なることが分かった．これは，
コンパクト Lie群や pコンパクト群の既約分
解に現れるホップ空間と同様の性質をもつ
ものである．一方，既約なホップ空間で階数
が 5以上になると，同じ次元の生成元を複数
持つものが現れることも分かった． 

(6) 次元が奇数 2n+1 である球面の偶数次
元ホモトピー群の p 成分は，次元が
2n+1+2p(p-1)以下であれば戸田によるアル
ファ元で生成される位数 p の巡回群になる．
一方，奇数次元ホモトピー群の p成分は次元
が 2n+1+2p(p-1)以下のものは非安定になり，
n が小さいときのみ非自明な元が現れ，この
場合も位数 pの巡回群になる．これらの生成
元は，n=1 のときは戸田によりアルファ元の
合成で与えられることが分かっている．一方
で，n>1 のときはアルファ元の合成がすべて
自明であることが知られており，これらの生
成元の具体的な表示は知られていない．我々
はこれら生成元がアルファ元の高位の Toda
積で表されることを示した． 



当初の研究目的以外に次の結果を得た． 
(7) 実射影空間 RP^n 上の任意のベクトル

束やそのテンソルベキに対し，それらが任意
のm(>n)に対してRP^m上に安定拡張可能とな
るための条件を決定した．さらに，安定分解
問題に対して完全な解を与えた．これは，す
でに発表した RP^n のユークリッド空間への
挿入の法バンドルに関する結果の一般化で
ある． 

(8) mod 3レンズ空間 L^n(3)上の任意のベ
クトル束やそのテンソルベキに対し，それら
が任意の m(>n)に対して高い次元のレンズ空
間 L^m(3)上に安定拡張可能となるための条
件を決定した．これらの結果は，既に得られ
ている射影空間上のベクトル束に関するも
のの拡張である．さらに，レンズ空間上のベ
クトル束の安定分解問題に対して完全な解
を与えた． 

(9) n次元実射影空間の 2n次元ユークリッ
ド空間へのはめ込みの法束に対し，その自乗
が安定拡張可能となる実射影空間の次元の
最大値について調べた． 
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