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研究成果の概要（和文）： 楕円面の最小跡は楕円座標上の弧であり，また共役跡は丁度４つの

尖点を持つというのが Jacobi の最終定理として知られている．この研究では，一般次元の楕

円面上の一般の点の最小跡の構造を決定するとともに，共役跡の構造とその特異点集合の様子

について解明した．また，ある種の Liouville 多様体の最小関や，更に，一般の曲面の最小跡

の構造とグラフとの関連等を調べた． 
 
研究成果の概要（英文）： The cut locus of an ellipsoid is an arc on the elliptic coordinate, 
and the conjugate locus has exactly 4 cusps which is known as Jacobi’s last theorem. 
In this study we determined the cut locus on a general dimensional ellipsoid, and 
determined the structure of conjugate locus and its singularities. Moreover we studied 
cut loci of some kind of Liouville manifolds and the relations of cut locus of general 
surfaces and graphs.   
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１． 研究開始当初の背景  
 最小跡の研究は，H.Poincare による曲面
の位相との関連から始まり，その後の長く研
究され続けてきた．最近，最小跡までの距離
関数の Lipschitz 性を示し，Ambrose の問
題が曲面で肯定的に解決し，楕円面の一般の
点の最小跡の決定し，Jacobi の定理(共役跡
の尖点は４つ）に完全な証明を与えた． 
 
２． 研究の目的   
 本研究の第１の目的は，一般次元の楕円面

の最小跡と共役跡の決定（Jacobi の定理の
一般化）を目指すものである． 
第２の目的は，多くの最小跡に関連する諸

問題，例えば，曲面の最小跡とグラフとの関
連，一般次元の Ambrose の問題や，最遠点
集合に関する Steinhauss の問題，距離関数
の臨界点に関する問題，凸多面体の展開
(unfolding)に関する問題，等々についても
重要な進展を目指すものである． 
 最小跡の研究は，幾何学のみでなく，計算
機科学への応用としても重要である． 
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３． 研究の方法   
(1) 現段階である程度得られている多くの 
結果を，まず論文にまとめ発表する． 
① 非コンパクト二次曲面に近いある種の 

Liouville 曲面の最小跡は弧である.  
② n 次元の楕円面に近い Liouville    
多様体の最小跡は，ひとつの楕円座標が一
定である n-1 次元 disk に位相同形であ
る. 

③  一般の２次曲面の「糸による構成
(thread construction）」の第１積分を用
いる現代的な証明（３次元空間内の楕円
面に関してだけは 1989 年に O.Staude 
によって複雑な証明が知られている）. 

④ 擬測地線が自己交差しない凸曲面を特徴
づける問題（いくらでも長い単純な擬測
地線があれば，等積四面体となることを
示した）． 

⑤ 曲面のどの点もある距離関数の臨界点と
なることとそのような距離関数の個数評
価． 

⑥  凸曲面における最遠点となりうる集合
を単純擬閉測地線を用いて特徴付， 
 

(2) 本研究の中心テーマである，Jacobi の最
終定理（楕円面の第１共役跡は丁度４つ
の cusp を持つ）の一般次元への拡張の
可能性についても，先行研究において大
体の予想と証明方法がまとまっているの
で，その細かい部分をつめ，一般化され
た Jacobi の最終定理することである． 

 
(3) 全てのグラフはどれかの曲面の最小跡と

なりうることが既に示せたので，向き付
け可能曲面やその種数の制限によって最
小跡となりうるグラフの性質を調べる，
更に，種数２の向き付け可能曲面の最小
跡となるグラフを完全に分類し，最小跡
の本質的部分や cycles の長さの評価に
応用する． 

 
(4) 多面体の展開(unfolding)として，単純擬

閉測地線を用いた star unfolding が可
能であることが昨年分かったので，更に，
単純閉擬測地線とその最小跡を用いた展
開や，面とその最小跡を用いた展開が可
能であることを証明することを計画して
いる． 

 
 本研究は多くの共同研究から成り立って
おり，共同研究者と直接会っての詳細な議論
が 
必要不可欠であり，また多くの他分野との関
連も深く， 
それらの研究者の研究協力や専門知識の供
与を必要であり，そのための出張を計画して

いる． 
 
４．研究成果  
(1) 研究期間内に 24 編の学術論文が発表及
び受理された．その中には当初の計画され
ていなかったものも含まれている．また，
当初の予定よりおくれてまだ論文の形に
まとまっていないものもあるが，３年間の
数学の論文数としては十分な成果と言え
る．また，海外で 14 回，国内で 34 回の研
究発表を行った． 

   その中で中心的なものは以下の定理であ
る（分担者との共同研究）．M を n+1 次元
ユークリッド空間内にすべての軸の長さ
が異なる n 次元楕円面を軸が座標軸上に
来るようにとり，2 次元の場合の 4 つの臍
点に対応する余次元 2 の部分多様体 J を
定義する． 

 
定理１．(1) p が J 以外の点なら p の最小
跡は n-1 次元の閉球に微分同相である．そ
れは  p の対称点を含み楕円座標による一
つの座標面上にある．(2) p が J の点なら，
p の最小跡は n-2 次元の閉球に微分同相で
あり，それは J が乗っておるユークリッド
空間の座標が 0 で定義される余次元 1 の楕
円面での最小跡に一致する． 
 
 更に，楕円面に近いある種の Liouville 
多様体でも同様の結果を発表した． 

 
(2) Jacobi の最終定理（楕円面の第１共役
跡は丁度４つの cusp を持つ）に関して，
以下のような定理としてまとめた（分担者
との共同研究）． M を n+1 次元ユークリ
ッド空間の n 次元楕円面として，p をそ
の一般の点とする． 

 

定理２． p の第１共役跡はの特異点集合は
３つの連結成分からなり，一つは n-2 次元
球面に微分同相な cuspidal edge であり，
残りの２つはその内部が n-2 次元開球に微
分同相な cuspidal edge である． 
 
  更に，楕円面が球面に十分近いときには以
下の定理が成り立つ． 

 
定理３． p の i 番目の共役跡 (1<i<n-1) 
の特異点集合は，２つの連結成分からなり，
その内部は，n-1-i 次元球面と i-1 次元開
球体との直積と n-1-i 次元開球体と i-1 
次元球面との直積に微分同相な cuspidal 
edge となる． 
 
(3) 曲面の最小跡はグラフの構造を持って
いるが，任意の距離グラフに対して，最小
跡を与えられたグラフとなるような曲面



とそのリーマン計量があることを示し， 
さらに種数が低い曲面に対して最小跡と
その近傍の構造を分類を行った．一部は受
理されて，他は投稿中であり，また非コン
パクト曲面の場合も考察し始めた．（Vilcu 
氏との共同研究） 

 
(4) 単純閉擬測地線を用いた多面体の展開

に関して論文を公表した．更に，単純閉
擬測地線の最小跡を用いての多面体の
展開及び面の最小跡を用いての多面体
の展開についても議論し，国際会議で共
同研究者が発表した．（O'Rourke 氏，
Vilcu 氏との共同研究） 

 
(5) 新たに始まった共同研究として，凸体に

対して１以下の moderation 数を定義
し，平面の上の円の場合が１となり，円
からの遠さを議論した（T. Zamfirescu 
氏），フィンスラー計量に N-extremal 
曲線を定義してある種の Gauss-Bonnet 
の定理を示した（島田氏，Sabau 氏），
正１２面体上の閉測地線の分類（田上
氏），多面体の場合の Kelvin 問題（奈良
氏），グラフの最小跡について定義しそ
の性質を議論し始めた（C. Zamfirescu 
氏），正１２面体の３番目の fixing 
circle 発見（田上氏）， Parallelohedra 
のアフィン同値クラスの分類と正多面
体の折りたたみ(奈良氏)等に多くの進
展が得られた． 
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