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研究成果の概要（和文）：4 次元多様体上のアインシュタイン計量及びリッチフロー解の非存在

に関して成果を得ることができた。特に、4 次元多様体上のアインシュタイン計量及びリッチ

フローの解の存在に対する新しい障害を証明した。その障害を応用して、アインシュタイン計

量を許容しない４次元多様体の新しい存在定理を証明した。また、体積エントロピー付き

Hitchin-Thorpe 不等式を満たすにも関わらず、アインシュタイン計量を許容しない４次元多様

体が存在することを証明することができた。さらに、Hitchin-Thorpe 型不等式を満たすにも関

わらず、正規化 Ricci flow の非特異解を持たない 4次元多様体が無限に存在することを証明し

た。

研究成果の概要（英文）： We proved new obstructions to the existence of Einstein metrics
and non-singular solutions to normalized Ricci flow on 4-manifolds by using Seiberg-Witten
monopole equations. As some applications of these new obstructions to 4-dimensional
geometry, we proved a new existence theorem of 4-manifolds without Einstein metrics. We
also proved the existence of 4-manifolds which admit no Einstein metric, but satisfy the
Hitchin-Thorpe inequality with volume entropy term. Moreover, we were able to prove that
there exist infinitely many 4-manifolds which cannot admit non-singular solutions to
normalized Ricci flow, but satisfy Hitchin-Thorpe type inequality.
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１．研究開始当初の背景
多様体上のアインシュタイン計量の存在、非
存在問題は、未知の部分が多く残る研究課題
である。さらに理解を深めるために様々なア
プローチが必要となると考えられる。特に 4

次元の場合、ゲージ理論的なアプローチが可
能であることが知られている。本研究課題は
そのアプローチの様々な意味での深化を目
指す。特に、アインシュタイン計量だけでは
なく、4 次元多様体上のリッチフロー解の存
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在についても理解を深めたい。

２．研究の目的
本研究課題の目的は大きく以下の(1)、(2)
に分けられる。
(1) 4 次元多様体上のアインシュタイン計量

及びリッチフローの解の存在、非存在問
題に対して、Seiberg-Witten モノポール
方程式を応用する立場を取る。4 次元多
様体にアインシュタイン計量及びリッチ
フローが存在するときその 4 次元多様体
に ど の よ う な 制 限 が つ く の か を
Seiberg-Witten モノポール方程式に付随
するゲージ理論的不変量を用いて調べる。

(2) Seiberg-Witten モノポール方程式に付随
する種々のゲージ理論的不変量のホモト
ピー論的、代数幾何学的基礎付けについ
ても研究する。

３．研究の方法

(1) 研究代表者は研究分担者と本研究課題に
関連するテーマに関して研究連絡を行い
ながら研究を進める。

(2) 本研究課題に関連する国内外の研究集会
に参加し、研究目的達成のために必要な
情報交換や専門家との討論を行う。また
メールなども活用し、国内外の研究者と
の連絡も取りながら研究を進める。

４．研究成果

(1)４次元多様体上のアインシュタイン計量
の非存在と異種微分構造の関係に関する、
新しい存在定理を証明した。この結果を
証明するために、アインシュタイン計量
の存在に対する新しい障害を証明した。

(2)Claude LeBrunによる次の予想がある：「負
スカラー曲率反自己双対アインシュタイ
ン４次元多様体の Seiberg-Witten 不変量
は消滅する」。この予想は未解決であるが、
Seiberg-Witten 不変量のある種の拡張版
で あ る 、 安 定 コ ホ モ ト ピ ー
Seiberg-Witten 不変量に対して類似の予
想を考察し、符号数に関する制限の下、
部分的な解を得た。また予想解決に向か
っての 1 つのアプローチとして、
Seiberg-Witten 基本類と呼ばれる２次の
コホモロジ―に関するある種の制限を証
明した。その制限は、アインシュタイン
とは限らない、一般の負スカラー曲率反
自己双対４次元多様体に対して証明する
ことができる。類似の制限を反自己双対
とは限らない、一般の負スカラー曲率ア
インシュタイン４次元多様体に対しても
証明した。これらの結果は上記予想のあ

る種の一般化をも示唆する。

(3)４次元多様体上のアインシュタイン計量
の存在に対する障害として、多様体のオ
イラー数と符合数に関するある不等式が
存在する。その不等式を Hitchin-Thorpe
不等式と呼ぶ。Hitchin-Thorpe 不等式と
満たすにも関わらず、アインシュタイン
計量を許容しない 4次元多様体の存在は、
１９９７年頃、LeBrun によって証明され
た。Hitchin-Thorpe 不等式をさらに深化
させた障害として、体積エントロピー付
き Hitchin-Thorpe不等式と呼ばれる不等
式がある。その不等式を満たすにも関わ
らず、アインシュタイン計量を許容しな
い 4 次元多様体が存在するかどうかは、
ここ１０年近くの懸案の問題であった。
Seiberg-Witten モノポール方程式に付随
する不変量の非消滅定理を応用すること
で,この問題を肯定的に解決することがで
きた。

(4)正規化リッチフローの時間大域解の 1 つ
のクラスとして、非特異解と呼ばれるも
のがある。３次元多様体上の非特異解の
性質は、ハミルトンによる深い結果があ
る。４次元多様体上の非特異解の存在、
非存在に関してはあまり多くは知られて
いない。アインシュタイン計量は非特異
解の例となっていることを 1 つの動機と
して、上記の(1)と(3)で述べた研究成果
を、アインシュタイン計量とは限らない、
一般の非特異解に対して一般化すること
を試みた。成果として、以下を得た：
4 次元多様体上の正規化リッチフローの
非 特 異 解 の 存 在 に 対 す る 障 害 を
Seiberg-Witten モノポール方程式を応用
することで証明した。その障害を応用す
ることで（１）の結果をリッチフローの
場合に一般化することができた。さらに
Fang-Zhang らによる非特異解の存在に関
するある予想に関連して、以下の問いを
考察した。Fang-Zhang らは 4 次元多様体
上の非特異解の存在が、Hitchin-Thorpe
型不等式を誘導すると予想している。予
想は未解決であるが、この予想の逆が一
般には成立しないことを証明した。つま
り、Fang-Zhang らによる Hitchin-Thorpe
型不等式を満たすにも関わらず、非特異
解を持たない 4 次元多様体が無限に存在
することを証明した。

(5) 安定コホモトピーSeiberg-Witten 不変
量が消滅しない 4次元多様体の新しい無
限族を構成した。その無限族を使うこと
で、トポロジーがある意味で小さい４次
元多様体で、Hitchin-Thorpe 型不等式を



満たすにも関わらず、非特異解を持たな
いものを新たに構成することができた。
この例は特に、Hitchin-Thorpe 不等式を
満たすにも関わらず、アインシュタイン
計量を許容しない 4次元多様体の新しい
例にもなっている。
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