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研究成果の概要（和文）： 弾性体や流れ場などが定義された領域の形状を設計対象にした最適化問

題を形状最適化問題という．このとき，弾性体の変位場は偏微分方程式の境界値問題（主問題）の解

として与えられ，評価関数は，主問題が定義された領域と主問題の解の汎関数として定義される．本

研究では，領域変動を表す設計変数の許容集合を定義し，評価関数の形状微分を評価する方法と勾

配法(H1 勾配法)による形状更新法を示した．さらに，その方法で得られる領域列は許容集合内に入る

ことを示した． 
 
研究成果の概要（英文）： Optimization problem of shape of domain in which an elastic body or a flow 
field is defined is called the shape optimization problem. Here, a deformation field of an elastic body for 
example is given as a solution of a boundary value problem of a partial differential equation (main 
problem). Cost functions are defined as functionals of the domain in which the main problem is defined 
and the solution of the main problem. In the present research, an admissible set of a design variable 
representing domain variation was defined. Based on the definition, an evaluation method of the shape 
derivatives of cost functions and a gradient method (H1 gradient method) for reshaping were presented. 
Moreover, it was confirmed that the domain sequence obtained by the method remains in the admissible 
set. 
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１．研究開始当初の背景 

形状最適化問題は 20 世紀初頭から数学者ら

の関心を集めてきた． 1908 年に Hadamard が
多大な業績の一端として，薄膜の基本振動数に

対して境界摂動に対する変分について論じてい

ることを挙げることができる．その後，関数解析の

理論が整備され，1970 年代から 1980 年代にか

けて，Lions を中心としたフランスの数学者らによ

って分布系の最適制御理論が体系化されたこと

を受けて，フランスの Cea, Pironneau, Zolésio，旧
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ソビエトの Banichuk らが，領域変動（初期領域か

ら新領域への連続写像）に対するFréchet微分に

よって形状勾配を定義し，形状最適化問題に対

する最適性の必要条件が解析的に求められるこ

とを示した． 
しかしながら，解析的な関係に基づいて有限

要素法などで形状勾配を計算して，それを直接

用いた勾配法によって形状を変更していくと，形

状が波打ってくる数値不安定現象が観察された．

この現象は，形状最適化問題の正則性に関わる

本質的な問題とされてきた． 
この問題に対して，申請者は，1994 年に形状

勾配に比例して直接境界を移動するのではなく，

形状変動を拘束する部分境界では同次

Dirichlet 境界条件を仮定し，形状変動を許す残

りの部分境界では形状勾配を Neumann 境界条

件として与えた楕円型境界値問題の解を使って

領域を変動させる方法を提案した．その後，同次

Dirichlet 境界条件が不要となる Robin 境界条件

を用いる方法も提案している．この方法は，楕円

型境界値問題として線形弾性変形問題を選べ

ば，Neumann 境界条件は表面力になることから，

この方法を力法 (traction method) と呼ぶことに

した．この方法によれば，基本的な問題，例えば，

体積制約付線形弾性体の外力仕事最小化（剛

性最大化）問題， Navier-Stokes 流れ場の粘性

による散逸エネルギー最小化問題などに対して

は形状が波打たずに最適形状に収束することが

確認された． 
その後，申請者らは，力法の数学的な解釈を

示すことを検討し，d 次元領域 Ω に対して，力法

は H1(Ω;Rd)における勾配法になっていることを

海津聰先生との共著論文で示した． 
一方，領域の最適な孔配置を求める問題は，

連続体の位相最適化問題と呼ばれている．特性

関数と境界値問題の解で評価関数を構成する

問題は，いつも解があるとは限らないことが示さ

れた．その理由は， L∞級の関数では領域の至る

ところで値をとることはできるが，境界のトレース

がとれないためである．そこで，特性関数を密度

を表す連続関数のべき乗関数におきかえて密度

型の位相最適化問題を構成し，その解のレベル

セットで連続体の位相を求める方法が注目され

るようになった．その方法は，中間の密度にペナ

ルティを与えることになることから SIMP (Solid 
Isotropic Material with Penalization) 法と呼ばれ

ている． 
このような方法を採用しても，有限要素法を用

いて設計関数を要素単位で離散化した問題を勾

配法で解析すると，設計関数がチェッカーボード

状に振動する数値不安定が発生することが知ら

れている．工学者らは，フィルタを用いることでこ

の問題を回避してきた． 

この問題に対しも，申請者らは，不足した滑ら

かさを回復する勾配法を考案し，SIMP 位相最適

化問題における H1 勾配法と呼んで提案した．さ

らに，数学的な裏付けについて検討し，ある条件

を満たす許容集合の下で解の存在がいえること，

H1 勾配法の解が許容集合に属すことを海津聰

先生らとの共著講演論文で示した．また，基本的

な数値実験を行い，数値不安定が起こらないこと

を確認している． 
そこで，本研究を始めるにあたり，次のような見

通しをもっていた．力法は境界形状最適化問題

に対する H1 勾配法とみなすことができて，SIMP
位相最適化問題に対する H1 勾配法と合わせて，

統一的に理解することができる．すなわち，それ

らはある関数空間上で定義された抽象的最適設

計問題に対する抽象的勾配法の具体例としてと

らえられることができる． 
 
２．研究の目的 

本研究では，これまで提案されてきた境界変

動型や密度変動型の形状最適化問題に対する

解法を統一的にとらえなおし，抽象的最適設計

問題に対する抽象的勾配法の具体例であること

を示すことを目的とした．その際，これまで提案さ

れてきた解法が正則になるための条件を明らか

にすることを目指した．ここで，解法が正則である

とは次のような意味である．設計変数の許容集合

を定義して，ある解法で新しい設計変数を求め

たとき，それが設計変数の許容集合に入ることが

保証されるとき，その解法を正則とよぶことにす

る． 
また，その成果に基づいて，これまで可解性が

あきらかではなかった形状最適化問題や位相最

適化問題に対しても H1 勾配法を適用することで

解が得られることを示すことも目的とした． 
 
３．研究の方法 

本研究では，以下の構想に沿って形状最適
化問題を構成し，その解法を導いた． 
(1) 偏微分方程式の境界値問題を主問題（最
適化問題の等式制約条件）とする密度変動型の
位相最適化問題や境界変動型の形状最適化問
題では，密度相当関数のレベルセットや写像に
より境界を表現する．そのために，それらの関数
は Lipschitz 級である必要がある．そこで，設計
変数の許容集合には Lipschitz 級の実 Banach
空間を仮定した． 
(2) 抽象的勾配法は Hilbert 空間上で定義が可
能となる．そこで，設計変数の許容集合（実
Banach 空間）を含む実 Hilbert 空間上で抽象的
最適設計問題を定義した．その際，主問題はあ
る実 Hilbert 空間上の抽象的変分問題として定
義した．また，評価関数を設計変数と抽象的変
分問題の解（状態変数）の汎関数であると仮定
して，それらの一つを目的関数とおき，残りを制



 

 

約関数において，抽象的最適設計問題を構成
した． 
(3) 抽象的勾配法を使えるようにするために，設
計変数の変動に対する評価関数のFréchet微分
を定義し，その評価方法を示した． 
(4) 評価関数の Fréchet 微分が設計変数の入る
実 Hilbert 空間の双対空間に入る条件が満たさ
れた下で，実 Hilbert 空間上で抽象的勾配法を
定義した．このような定義によれば，抽象的勾配
法の解の一意存在は Lax-Milgram の定理によ
って示すことができる． 
(5) 抽象的勾配法により評価関数ごとにそれら
が減少するような設計変数の変動方向が得られ
たと仮定して，逐次 2 次近似計画法に基づく解
法を示した． 
以上の結果に基づいて，密度型位相最適化

問題と境界変動型形状最適化問題は，それぞ
れ抽象的最適設計問題の枠組みに入り，それ
ぞれの問題に対するH1勾配法は抽象的勾配法
を具体化した方法になっていることを示した． 

さらに，密度型の位相最適化問題と境界変動

型の形状最適化問題に対する H1 勾配法が正則

な解法になるための条件を明らかにした．その条

件が満たされた下であれば，様々な問題に応用

できることになる．密度型位相最適化問題と境界

変動型形状最適化問題の応用に関しては次の

項で示す． 
 
４．研究成果 
上記方法に沿って構築した理論を要約すると

以下のようになる． 
抽象的変分問題を主問題とおいた抽象的最

適設計問題において，設計変数の変動に対する

評価関数の Fréchet 微分を評価する方法を，有

限次元空間における随伴変数法を関数空間に

拡張することで正当化できることを示した． 
密度型位相最適化問題は，Lipschitz 級の関

数を設計変数におき，密度を設計変数のシグモ

イド関数で定義することで，抽象的最適設計問

題の枠組みに収めることができた．その結果，H1

勾配法を用いた解法は正則であることを示すこと

ができた（雑誌論文⑦）． 
境界変動型形状最適化問題では，抽象的最

適設計問題の枠組みに収めるために，Lipschitz
境界をもつ初期領域を含む固定領域を設け，そ

の固定領域からの Lipschitz 級の写像を設計変

数とおくことで抽象的最適設計問題の枠組みに

収めることができた．この問題では，評価関数の

形状微分（領域変動に対する Fréchet 微分）を評

価する方法を導くにあたり，これまで知られてきた

境界積分による表現に加えて，領域積分による

表現が得られることを明らかにすることができた．

その成果は，き裂の進展評価に使われる一般 J
積分に関する大塚厚二教授（広島国際学院大

学）によって導かれていた成果を利用することで

可能となった．その表現を用いれば，主問題に

おいて特異点が存在するような場合にも形状微

分が評価できることになる．この成果は日本応用

数理学会の 2013年春の研究部会連合発表会で

発表された（学会発表①）．今後，その内容を論

文としてまとめる予定である． 
また，H1 勾配法を有限要素法で数値解析する

際，有限要素の大きさを小さくしていったとき，厳

密解に収束するための条件を明らかにした．そ

の結果を要約すると以下のようである．密度型位

相最適化問題に対しては，主問題，随伴問題お

よび H1 勾配法を解くためにそれぞれ１次要素を

用いれば，有限要素の大きさの１次のオーダー

で厳密解に収束する結果が得られる（雑誌論文

⑤）．また，境界変動型形状最適化問題に対して

は，境界積分による形状微分の評価式を用いた

場合は，主問題と随伴問題を解くためにそれぞ

れ2次要素を用いて，H1勾配法を解くために１次

要素を用いれば，有限要素の大きさの１次のオ

ーダーで厳密解に収束する結果が得られる（雑

誌論文①）．一方，領域積分による形状微分の

評価式を用いた場合は，主問題，随伴問題，H1

勾配法を解くために１次要素を用いることで，有

限要素の大きさの１次のオーダーで厳密解に収

束する結果を得る． 
これらの成果は，現在，著書にまとめられようと

している．その草稿は「文部科学省・科学技術試

験研究委託事業「数学・数理科学と諸科学・産

業との協働によるイノベーション創出のための研

究促進プログラム（略称：数学協働プログラム）」

の一つとして実施された「ワークショップ : 形状

最適化の数理と製品設計への応用」の中で資料

１（413 頁）として使われた． 
さらに，位相最適化問題や形状最適化問題の

応用に関しては，次のような成果を得た． 
(1) 接触する弾性体の接触圧力を望みの分布に

する形状最適化問題に対して，実用に耐える数

値解が得られた（雑誌論文⑨）． 
(2) 非定常 Navier-Stokes 流れ場の散逸エネル

ギーを最小化する形状最適化問題に対して，数

値解法と数値例を示した（雑誌論文⑧）． 
(3) 楽器の最適設計への応用を目指した音場構

造連成系の放射音圧を最大化する形状を決定

する問題に対して Fréchet 微分の評価方法を示

した（学会発表⑮）． 
(4) リンク機構の最適設計問題に対して，運動エ

ネルギーを最大化する形状最適化問題に対す

る形状微分の評価方法を示した（雑誌論文②）． 
(5) 脊柱特発性側彎症の成因解明と治療法に

関する研究において，脊柱有限要素モデルを

CT データに近づける問題を形状と密度を設計

変数にして構成し，その問題を解くプログラムを

開発した（学会発表②）． 



 

 

(6) 建築物の固有振動数および固有振動モード

の実験値から損傷個所をみつける問題を構成し，

その解法と固有振動数を用いた場合の数値例を

示した（学会発表⑧）． 
(8) 粒子法を用いて境界変動型形状最適化問
題を H1 勾配法で解析できることを示した．（学会
発表④）． 
理論と応用に関して以上のような成果が得ら

れた．しかしながら，それらは時間の経過とともに

同時並行的に進められてきた．そのために，応

用に関しては理論の成果が反映されていないま

まとなっている．今後は，これまで得られてきた理

論に基づいて，応用として扱われてきた問題に

ついて，問題の構成法から数値解析に至るまで，

それらが適切であったかについて再検討してい

く必要がある．さらに，これまで取り組んでこなか

った電磁場の形状最適化問題や，産業界で問

題になっている個別の課題に対して，どのように

問題を構成すればよいのか，あるいはどのように

プログラムを構成していけばよいのかについて，

さらなる研究が必要である．報告者は，本研究で

得られた成果が社会で生かされるよう，これらの

課題に対して取り組んでいく所存である．  
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