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研究成果の概要（和文）： 画像処理に現れる変分問題を基にした非等法的平均曲率流に対する

近似スキームの収束を証明した。また、数理ファイナンスに現れる自由境界問題について変分

法を基にした時間離散スキームを導入し、近似解と近似自由境界の収束を変分不等式の理論と

粘性解理論を用いて証明した。更に、投資問題に現れる放物型変分不等式に対する粘性解と自

由境界の存在を証明した。 
 
研究成果の概要（英文）： We consider an approximation scheme for anisotropic curvature 
flow, arising from the image processing., and prove the convergence of this scheme. We also 
study the parabolic free boundary problems arising from mathematical finance.  We 
introduce a time-discrete scheme for a parabolic variational inequality and obtain the 
convergences of approximate solutions and approximate free boundaries.  We also prove 
the existence and uniqueness of solutions and of free boundary for an investment problem.   
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１．研究開始当初の背景 
 平均曲率流は数学的な研究も盛んである
が、相転移理論、画像処理等への応用 
やそれらを目的とした数値計算法について
も活発に研究されている。平均曲率流に対
する数値計算法に関して、1992 年に Bence、
Merriman、Osher によって考案された、熱
方程式を用いた平均曲率流の近似アルゴリ
ズムはその簡明さから国内外の多くの研究
者の注目を集め、その収束の証明や一般化
が考察されてきた。 

この中で我々は Bence – Merriman - Osher に
よる近似アルゴリズムの収束、誤差評価、
境界値問題への応用という成果を挙げてき
た。 
 2001 年には 3 次元空間において主法 
線方向にその曲率で動く曲線に対して  
Bence – Merriman - Osher アルゴリズムを拡
張し、数値計算が行われた。これは、研究
代表者の知る 
限り、余次元が 2  以上の平均曲率流に対す
る Bence – Merriman - Osher アルゴリズム
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の最初の応用と思われ、数学的な研究はほ
とんど無いことから以下のような問題を考
察する。 

(i) 余次元の高い平均曲率流に対する近
似問題 

 相転移理論等でよく扱われる界面運動はミ
クロレベルでモデル化した物理現象を極限
操作によってマクロ的に記述したものであ
る。1982 年にはミクロとマクロの中間的な
見方(メゾスコピックと呼ばれる) による界
面運動モデルが提唱され、界面の運動方程
式として確率論的な外力を伴う平均曲率流
方程式が導かれた。それ以来、確率平均曲
率流に関する研究が始まったが、その中で
Yip は面積汎関数の最小化問題と確率微分
同相写像を用いて、確率平均曲率流を構成
した。これを動機として次のような問題を
研究する。 
 (ii)確率平均曲率流に対する近似問題 
 
 最初に述べた多くの結果により、Bence – 
Merriman - Osher アルゴリズムに対する基
本的な研究はほぼ完成したと考えてよい。
すると、このアルゴリズムで構成される平
均曲率流の性質を調べることが次の問題と
なる。このアルゴリズム 
で構成される平均曲率流は、通常は広義解
として捉えられる。しかし、平均曲率流に
対する広義解の性質は未だによくわかって
いない。また、広義解が厚みをもつ場合が
あり得ることが知られており、そのときに
は広義解の一意性が成り立たないことも知
られている。そこで次のような問題を考え
る。 
 (iii)平均曲率流の広義解に対する正則
性・特異性 
 
２．研究の目的 
 平均曲率流に対する近似問題について研究
し、それを用いて平均曲率流に対する広義
解の性質を調べる 
 
３．研究の方法 
(1) 余次元の高い平均曲率流に対する近似
問題 
 Bence – Merriman -Osher アルゴリズムの
収束の証明には熱方程式の解に対する形式
的な漸近展開を基にして粘性解理論、幾何
学的測度論等を用いる。 
 
(2) 確率平均曲率流に対する近似問題 
 面積汎関数の最小化問題の代わりに、 
Bence – Merriman - Osher アルゴリズムに
確率微分同相写像を組み合わせた近似スキ
ームを考え、それが確率平均曲率流に収束
することを証明する。Bence – Merriman - 
Osher アルゴリズムは熱方程式を用いるた

め、近似解が一意に求まるという点におい
て、面積汎関数の最小化問題を用いる場合
に比べて、格段に扱いやすいと思われる。
収束の証明には幾何学的測度論や確率粘性
解の概念を用いる。 
 
(3) 平均曲率流の広義解に対する正則性・
特異性 
 Bence – Merrima - Osher アルゴリズムは
熱方程式の初期値問題を用いるが、それを 
Gauss の誤差関数によって変換すると調和
写像熱流と類似の構造をもった非線形偏微
分方程式が現れる。調和写像熱流の解析手
法と熱方程式の解の満たす評価を組み合わ
せることによって解の 
正則性・特異性について調べる。 
 
４．研究成果 
 画像処理に現れる変分問題を基にした非
等方的曲率流に対する近似問題の収束につ
いて研究した。この近似問題は Bence – 
Merriman – Osher アルゴリズムと類似の性
質を持っているが、熱方程式の基本解のよ
うな関数がないため、解析は困難である。
しかし、Matheron のアイディアを用いて近
似問題の収束が得られた。 
先行研究として等方的な場合の収束につい
ての研究があるが、それよりもよい収束が
得られている。この結果は 2 次元画像に限
らず、3 次元画像における輪郭抽出や輪郭
補正等に応用できると考えられる。また、
エネルギー密度を表す関数があまり滑らか
でない場合にも応用できると思われる。 
 数理ファイナンスにおいて、オプション
の価格付けの問題に現れる放物型変分不等
式に対して変分法を用いた時間離散近似を
導入し、その近似解の収束の速さについて、
ほぼ最良な評価を得た。また、近似自由境
界の収束も得られた。後者に関しては先行
研究もあまりないのでその意義は大きいと
考えられる。変分法に 
よる時間離散近似は従来の方法と比べて、
自由境界が簡単に求まるので、今回の成果
によって自由境界の数値計算法の進展が期
待できる。 
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