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研究成果の概要（和文）：Chern-Simons（チャーン・サイモンズ）全ラグランジアンの汎関数

積分をウィナー空間の設定で数学的に取り扱うために、スーパー・フィールドの方法で変形し

たラグランジアンに現れる無限行列式を含む 3 次の項を、共同研究者であるドイツのボン大学

のアルべべリオ教授や本学の物理学者の船久保教授の教示を受けて果敢な方法で正則化し、ウ

ィナー空間上の汎関数として定式化した。ファインマン測度をウィナー測度を用いて定式化す

る伊藤の方法を変形して漸近剰余項の評価を行った。この理論を含むゲージ理論に関連すると

して、揺らぎのある面の運動を集合値確率過程の立場から研究した。集合値確率積分を定義し、

確率微分方程式について解の存在と一意性をある制約の下で証明した。制約を比喩的に言えば、

クラゲの運動は捉えたがアメーバの運動を捉えるには至っていない。 
 
研究成果の概要（英文）：To give a mathematical meaning to the Chern-Simons functional 
integral of its total Lagrangian in an abstract Wiener space setting, we regularize the 3rd 
terms including the infinite determinant appeared in the Lagrangian modified by the 
method of super fields, along the suggestions of my research colleague, Prof. Albeverio at 
the University of Bonn in Germany and Prof. Funakubo in my University, and give the 
mathematical definition as a Wiener  functional. We did the estimate of the remainder 
terms in the asymptotic expansion by modifying the It^o method of defining the Feynman 
measure by using the Wiener measure. Concerning the Gauge theory including the 
Chern-Simons theory, we study the random surfaces from a viw point of set-valued 
stochastic processes. After defining the set-valued stochastic integral, we get the existence 
and uniqueness for the solutions of a set-valued stochastin differential equation under 
some restriction. Metaphorically speaking the restriction in a word, we catch the motion of 
a jellyfish but not of an ameba. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) E.Witten （ ウ ィ ッ テ ン ） に よ る 
Chern-Simons 汎関数積分の物理的考察に
よる 1989 年の有名な論文は、表現論など積
分以外の数学によって正当化されたが、本来
の積分という概念からは何一つ正当化され
てはいない。研究代表者は、果敢にも無限次
元確率解析という積分を基礎にした解析を
使って積分計算による正当化を試みようと
研究を 10 年以上前にスタートさせた。当時
このような試みをやっていたのは世界でド
イツのボン大学教授であったアルべべリオ
氏以外にはいなかった。研究代表者は問題を
3 次元多様体の接続のなす抽象ウィナー空間
上に設定することから始めた。東大の河野教
授の Vassiliev 不変量を反復積分で書かれて
いる仕事を見て、披積分関数として現れるホ
ロノミーを反復積分で定式化した。この時、
コンパクト・ポアンカレ双対の構成が問題と
なったが、東北大の西川教授の助けで乗りき
り、Chern-Simons 積分の 1 ループ近似につ
いては、それをウィナー空間上に設定し、そ
の 漸 近 展 開 を 得 て 世 界 的 雑 誌 で あ る
J.Funct.Anal.に 2007 年に発表した。 
 
(2) 研究代表者は、本学の小倉教授（当時）
が北京工業大学の李教授とファジー値確率
変数についてさまざまに研究されていたこ
とを間近に見ることが出来た。平成 18 年に
中国からの博士後期課程の留学生の指導を
この分野に関連する集合値確率積分から開
始した。 
 
２．研究の目的 
(1) 残っている問題は、指数３乗の項が現れ
る全 Chern-Simons ラグランジアンに対す
る汎関数積分をウィナー空間の設定で取り
扱うことである。物理学者の常套手段である
摂動展開の方法が漸近展開として数学的に
正当化されれば、物理学者が行っていた展開
係数の計算がそのままの形で数学的に厳密
化され、理解が容易になるだけでなく新しい
理論の創設を生むかもしれない。 
 
(2) 集合値確率微分方程式の理論が完成すれ
ば、面の揺らぎのある運動の解析が可能とな
り、界面の運動やゲージ理論の完成に必要と
いわれる面の運動を捉えることが出来る。元
来ファジー値確率過程の切り口の運動であ
る集合値確率過程の解析が進めば、ファイナ
ンスやファジー制御への応用の飛躍が期待
される。 
 
３．研究の方法 
(1) Chern-Simons 汎閑数積分は、ファイン
マン積分であり、21 世紀初頭の今でも 
無限次元空間上のルベーグ測度論は数学に

存在しない。代わって、数学的に 
存在するのが確率測度論であり、1980 年代以
降、確率論の数学における重要な存在価値と
なっている。無限次元確率解析の手法が積分
という観点から準備できる唯一の数学的手
段であり、研究代表者の専門でもある。そこ
で、日本で無限次元確率解析をもっとも活発
に研究されている東北大学の会田教授や九
州大学の谷口教授の研究協力を得て、研究代
表者が、Chern-Simons 理論における幻想ル
ベーグﾞ積分の形式論に、確率論的方法によ
って数学的厳密化を図ることがこの研究の
一つの大きな方法論の特色である。このよう
な試みは国内外の数学の世界のどこにもな
く、唯一我々の研究方法に近い研究はドイツ
のボン大学のアルベベリオ教授のグループ
によってなされているにすぎない。ここ１０
年くらいは、アルべべリオ教授の示唆による
「償いの方法」の数学的正統化をこころみて
いる。 
 
(2) 他の一つは、世界で初めて、集合値確率
微分方程式なるものの研究を始めたわれわ
れが更なる発展を図る点である。 
 
集合値確率過程はファジー理論との関連で、
15 年来の友人である中国の北京工業大学の
李教授、佐賀大学の小倉名誉教授、ポーラン
ドのキーシェルビッツ教授などが東北大の
日合教授、東工大の梅垣教授の先駆的研究を
発展させてきた。研究代表者は、これらの発
展を間近かに見る位置にあって、面の運動へ
の応用の可能性に着目した。前述の李教授、
代表者のもとで博士の学位を取り現在は中
国の華北電力大学に職を得ている張女史、フ
ァジー理論を活発に研究されている近隣の
九工大の岡崎教授の協力を得て、研究代表者
が集合値確率積分や集合値確率微分方程式
を、その数学的制約が本質的かどうかに注意
を払いながら、また界面の運動などへの応用
にも気を配って、発展的に研究を進める点が
方法論の概観的特徴である。方法論的には、
李―小倉両氏のそれと同じ流れにあるが、彼
らが集合値確率変数列の解析を中心として
いたのに比して、われわれは集合値伊藤過程
の研究を中心にしている点が新しいといえ
る。 
 
４．研究成果 
(1) Chern-Simons 積分に関する漸近展開の
難点は、披積分関数の指数 3乗の項の 
処理で、最も期待されると研究代表者が 
考え、研究継続中の方法は、停留位相法の無
限次元化である。これによって、漸近展開が
有限次元と同じ原理でできないかと言う点
である。しかしながら、ファインマン積分を
伊藤の方法によってウィナー測度から実現



 

 

する立場では、現在のところこの難点を克服
できていない。そこで、伊藤の方法の実現に
おいて漸近展開のパラメータ k とファイン
マン測度実現のパラメータ n が関係しなが
ら無限大に近ずくという果敢な設定で、さら
にアルべべリオ教授の Chern-Simons 積分を
位相関数の Chern-Simons 積分で割るという
「上下積分の償い」のアイデアを併せて、漸
近剰余の評価を抽象ウィナー空間上で数学
的に設定し、有限次元と同じような漸近剰余
の評価が成り立つパラメータ達の関係を求
めた。この結果はフランスの著名な雑誌に発
表された。数理物理の方法を代表者にご教示
くださった本学の船久保教授にこの場を借
りて感謝申し上げます。 
 
(2) 上記試みとは、趣を異にするが、ゲージ
理論や界面の運動への応用を見込んで、 
面の運動を、集合値確率過程の立場から、中
国華北電力大学の張講師、近隣の九州工業大
の岡崎教授とともに研究している。まず集合
値確率積分の可能性について研究した。揺動
項は実ブラウン運動の微分とした。研究代表
者が偶然にも平成１６年１２月に CNRS で出
会ったイギリスの Brzezniak 教授達が用い
ていたある種のバナッハ空間上では定義で
きることを示した。この結果はいわゆる
Bellman Journal に発表された。さらに集合
値確率微分方程式の研究に進んだ。先にクラ
ゲの運動は捉えたが、アメーバの運動は捉え
られていないと書いたが、それは面に沿った
方向に random に揺動することは一般に出来
ないような兆候があるからである。面に交わ
る方向に揺動した確率微分方程式について
解の存在と一意性を通常のリプシッツ条件
のもとで証明した。この結果は東北数学雑誌
に発表された。この結果をバナッハ空間値ブ
ラウン運動の微分が揺動項の場合に拡張し
た。この面に交わる方向の揺動についての最
終結果はアメリカの新しい雑誌に発表され
た。 
 
(3) 分担者の市川教授のリーマン面の研究 
は、Chern-Simons 理論がその創始者である
E. Witten（ウィッテン）によって定式化さ
れた共形場理論と密接に関係するし、面を特
殊化して面の確率積分を定義する際の上記
の難点を克服するためにも必要である。この
科研費の期間に挙げた成果の中から Siegel
（ジ―ゲル）保形形式の合同に関する結果を
含めた２編と九州大学の吉田教授との共著
Ⅰ編を挙げるにとどめる。いづれも世界的に
著名な数学雑誌に掲載された。 
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