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研究成果の概要（和文）： 
本研究では，各種 bound graph を clique cover の観点から研究し，induced subgraph に付

随する clique cover と poset の間の性質を利用して upper bound graph の様々なクラスを

forbidden subgraphの立場から特徴付けた． 
 また，strict-double-bound numberという概念を導入し，いくつかの graphのクラスの
strict-double-bound numberを決定した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
 We studied some kinds of bound graphs from the point of view of clique covers. Using 
properties of clique covers and posets, we characterized classes of upper bound graphs 
in terms of forbidden subgraphs.  
And we introduced a concept of strict-double-bound numbers and gave strict-double- 

bound numbers of some families of graphs.  
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１．研究開始当初の背景 

Upper bound graph，double bound graph 

等の bound graph は，poset の要素の上界

間及び下界間の関係から構成されたグラフ

であり，J.E.Cohen［Co68］により，生態系

を研究するために導入されたグラフである． 

本 研 究 は ， T.A.McKee ［ Mc03 ］，

F.R.McMorris［McZa82］，土屋［ IwOg03, 

OgTs05］等による bound graph の構造に関

する研究の発展的場所に位置している．

Induced subgraphに付随する clique cover

による bound graph の構造 解析は，

D.D.Scott［Sc86］によりまずなされ，その

後，L.Langley［LaMe97］等により発展され

たものである．これらは，interval upper 

bound graph 及び chordal upper bound 

graph 等の一部のグラフの族に対してのみ

行われたものである．本研究では，それら

の研究成果を発展させ広く一般的な bound 

graph の構造を解析することを目指した． 
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２．研究の目的 

各種のbound graphの構造に対するclique 

cover の観点からの研究が，これまでに数多

く行われてきた．本研究では， induced 

subgraph に付随する各種 clique cover間の

関係を poset間の operationの観点から捉え，

bound graphの構造を解明することを目的と

した．また， poset operation と graph 

operation の関係を解析し，bound graph の

構造をその部分構造上の operation の性質

から捉えることも目的とした． 

このことにより，induced subgraphに付随
して存在する様々な clique cover 間の性質
の解明が期待できる．その際に最適化理論か
らの解析も行い，各種 bound graphの様々な
族の性質を解明する． 
また， strict upper bound graph 及び 

strict double bound graph の立場からの解
析を行い，strict double bound graphの様々
な族の性質を解明する． 
 
３．研究の方法 

(1) これまでに明らかにされた  bound 

graph の性質を用いて，upper bound graph

及 び double bound graph の induced 

subgraphに付随する clique coverを poset

上の変換の観点から研究し，clique cover

の持つ階層構造を利用して subgraph の構

造を解明する． 

(2) forbidden subgraph等の graph の部分

構造に付随する clique cover 間の関係を

vertex-clique incidence matrixの観点か

ら研究する．  

(3) strict upper bound graph 及び strict 

double bound graph の立場からの解析を行

う． 

 以上の研究手法の下で， 

(a)：原及び松本が，様々な clique cover

の部分構造をシミュレートし，poset 間の

変換の特徴を捉える．その際，幾何学的側

面からのシミュレートも行う． 

(b)：土屋は，(1)及び(2)の観点にしたがっ

て，clique coverに対応する poset 上の変

換の立場から subposet を捉え，各種の

bound graph の性質を解明する． 

(c)：松井は，最適化理論の立場から



 
 
 

 

vertex-clique incidence matrixをシミュ

レートし，各種 clique cover を結び付ける

graph上の operationの性質の解析を行う． 

(d)：土屋は(a)～(c)の研究計画の進捗状況

を把握し，研究員間の成果，意見の交流・

統合を図る等の研究全般の統括を行い，研

究目的の達成を図る． 

 
４．研究成果 

Induced subgraphに付随する clique cover

と poset 間の性質を利用して upper bound 

graph の様々なクラスを forbidden subgraph

の立場から特徴付けることが出来た． 

Upper bound graph Gに対して， 

(1) G が chordal graph であるための必要

十条件は，G が star n-gon(n≧4)を誘

導部分グラフとして含まないことであ

る． 

(2) G が split graph であるための必要十

分条件は，Gが 2K2を誘導部分グラフと

して含まないことである． 

(3) G が P4-free であるための必要十分条

件は，Gが bull graphを誘導部分グラ

フとして含まないことである． 

(4) G が threshold graph であるための必

要十分条件は，G が 2K2と bull graph

を誘導部分グラフとして含まないこと

である． 

また，clique cover の階層構造に関係し

た upper bound graphのクラスに関する様々

な性質を得ることが出来た．すなわち， 

 

G を完全グラフではない connected split 

upper bound graph で，G=K+S と表せるグラ

フとする．ただし，K は maximum clique，S

は non-empty independent setである．この

時，DS2(G)が split upper bound graph であ

るための必要十分条件は，∀u,v∈S に対して， 

(1)NG(u)∩NG(v)≠φ 

(2)∃x∈K ; x∉NG(u)∪NG(v) 

が成立することである． 

 

Clique に対応する subposetへの上界と下

界の付加という poset 上の変換の立場より

strict upper bound graphや strict double 

bound graph を捉えようとした．Strict- 

double-bound number という概念を導入し，

それらのグラフを定量的に捉えようとした．

いくつかのグラフの strict-double-bound 

number に関する上界や下界を求めることが

出来た．すなわち， 

 

(1) ζ(T)≦∑v ∈IN(T)

┌
2√(degT(v))

┐ 

             - 2(|IN(T)|-1) 

 ここで，Tはnon-trivial treeで 

IN(T)={ v∈V(T) ; degT(v)≧2 }である． 

(2) ζ(K1,n) =
 ┌

2√n
┐ 

(n≧1) 

(3) ζ(Pn)   =
 ┌

2√(n-1)
┐ 

(n≧2)
 

(4) ζ(Cn) =
 ┌

2√n
┐  

(n≧4)
 

(5) ζ(Wn) =
 ┌

2√(n-1)
┐ 

(n≧5)
 

 

規則性の高いLadder graph LnやSpider graph 

Sn のstrict-double-bound numberに関する結

果を得た． 

 

(1) ζ(Sn) =
 
2n (n≧3) 

(2)
┌

2√(3n+2)
┐

≦ζ(Ln) ≦
 
2n (n≧4)

 

 

また，完全グラフよりいくつかの辺を除い

たあまり規則性のないグラフに関する

strict-double-bound numberに関する研究を

行い，いくつかにグラフに関してその

strict-double-bound numberを決定した．  

 

(1) ζ(Kn-e) = 3        (n≧3)  

(2) ζ(Kn-E(P3)) = 3    (n≧4) 

(3) ζ(Kn-E(2K2)) = 4   (n≧4) 

 

また，完全グラフ Kn (n≧6)から 3 本の辺を

除くことにより得られる各種のグラフの

strict-double-bound number ζ(G)が 3 ≦ 

ζ(G)≦5 であることを示した． 

 

(1) ζ(Kn-E(K3)) = 4      (n≧4)  

(2) ζ(Kn-E(P4)) = 4  (n≧4) 

(3) ζ(Kn-E(K1,3)) = 3      (n≧5) 

(4) ζ(Kn-E(P3 ∪K2)) = 4   (n≧5)  

(5) ζ(Kn-E(3K2)) = 5       (n≧6) 

 

C4 に関するclique coverの観点から，



 
 
 

 

induced subgraphとしてのC4を捉え，対応す

るsubposetの特徴とC4のstrict-double- 

bound numberの持つ特徴を捉えた．また， 

poset operationの観点からKn+G を捉えるこ

とにより，Kn+Gのstrict-double-bound number

がGのstrict- double-bound numberから求め

られることを示した． 

これらの研究成果を元に，完全グラフから4

本の辺を除くことにより得られる各種のグラ

フを，clique coverに基づいて分類した．以

上の研究成果を利用して，完全グラフKn (n≧

8)から4本の辺を除くことにより得られる各

種のグラフのstrict-double-bound number 

ζ(G)が 3≦ζ(G)≦6 であることを示した． 
 
 これらの研究成果は，国際会議等の国内外
の研究集会，専門分野の研究ジャーナルを通
じて公表した． 
 また，これらの研究成果は，competition 
numberに関する研究の拡張であり，これまで
に行ってきた clique cover に関する研究成
果を用いることにより得られたものである． 
今後は,上界および下界の大きさを考慮し

た場合の性質についての研究を clique cover
と strict-double-bound number の観点から
の研究へと研究を展開して行きたいと考え
る． 
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