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研究成果の概要（和文）：1 次元では力学系に対応する Perron-Frobenius 作用素の essential 
spectrum radius はその最小値をとり，その値を簡単に得ることができるが，高次元の場合，

力学系に対応する Perron-Frobenius 作用素の essential spectrum radius が最小値をとる場合

は重要であると同時にそのような力学系を構築するのは容易ではない．その条件をみたし，さ

らに 1 以外に unessential な固有値をもたない力学系の構成に既約多項式を用いて成功し，そ

れを用いて一般的な次元の low discrepancy 列を構成することに成功した．これにより，シミ

ュレーションなどのコンピュータサイエンスへの応用および確率積分の数値計算などへの応用

が開かれたと思う。同時に，unessential spectrum が最小値をとる力学系の構築の複雑さ，お

よび，高次元の良好な疑似乱数の構築の困難さをも示したと言える． 
 
研究成果の概要（英文）：In 1-dimensional cases, the essential spectrum radius of the 
Perron-Frobenius operator takes its minimum value, and it is easy to calculate it. 
However, in higher dimensional cases, it is important to consider the cases when its 
unessential spectrum radius takes its minimum value, and it is not easy to construct 
dynamical systems for which the essential spectrum radius attains its minimum value. We 
construct such a dynamical system which has no eigenvalue except 1 by using algebraic 
method. From this dynamical system, we construct low discrepancy sequences in any 
dimension. This makes a new progression to computer science such as simulation and 
numerical integral in stochastic integrals. On the other hand, this research suggests the 
difficulty of constructing dynamical system which has minimal essential spectrum radius, 
and the difficulty of constructing “good” random numbers in higher dimensional cases. 
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キーワード：確率論 
 
１．研究開始当初の背景 
1 次元の力学系のエルゴード性は対応する
Perron-Frobenius 作用素のスペクトルによ
って，決定されることが知られている．具体
的には固有値１の固有空間の次元は，力学系
のエルゴード成分の個数を与え，固有値１の
固有関数は不変確率の密度関数を与える．さ
らに，単位円の上の固有値が１以外に存在し
なければ，力学系は混合的であることがわか
る．さらに，Perron-Frobenius 作用素の定義
域を有界変動関数全体に制限することで，そ
の essential spectrum radius が１よりちい
さくなり，また１次元の場合は essential 
spectrum radius を決定することが容易にで
きる．園場合には絶対値で２番目に大きな固
有値は力学系の decay rate of correlation を
決定する．逆にいうと，一般に可積分関数全
体を定義域とするもともとの定義では，
decay rate of correlation 自体を考えること
ができないこともわかるということである．
一方で，Perron-Frobenius 作用素のスペクト
ルは力学的ゼータ関数の特異点と対応があ
ることも知られている．具体的に述べれば，
有 界 変 動 関 数 全 体 に 制 限 し た
Perron-Frobenius 作 用 素 の unessential 
spectrum の逆数はゼータ関数の特異点とな
る．さらに，力学系から作られる疑似乱数の
性質は，力学系のエルゴード性により決定さ
れる．スペクトルの言葉で述べれば，
unessential spectrum が simple な１のみで
あるとき，その力学系から構築される疑似乱
数は low discrepancy,すなわち，性質の良い
疑似乱数となる． 
しかし，Perron-Frobenius 作用素は compact
作用素でないために，具体的にその固有値を
求めることが困難であった．しかし，力学系
を母関数に表現をし，さらにその母関数に対
して再生方程式を構築することに森は成功
した．このことを用いて，Perron-Frobenius
作用素の固有値，および，力学的ゼータ関数
を決定することができた．さらに，力学系か
ら作られる疑似乱数の discrepancy を決定す
ることにも成功し，良好な疑似乱数を与える
ことができた． 
 
２．研究の目的 
簡単に言えば，これまでの１次元の結果を高
次元に拡張することが目的である．すなわち，
高次元の場合の力学系のエルゴード的性質
を対応する Perron-Frobenius 作用素のスペ
クトルを用いて研究することが目的である．
形式的には，力学系のエルゴード的性質の決
定は１次元の場合と高次元の場合とでは異
なるものではない．しかし，１次元では容易
に決定できた essential spectrum radius の

決定が，高次元においてはきわめて困難にな
るのが大きな違いである．そこで，まず
essential spectrum radius の決定の方法を
研究することが最初の目的である．しかし，
一般論を直ちに導くのはあまりにも困難で
あるので，まず，essential spectrum radius
の望ましい最小値は知られているので，この
最小値を達成するような力学系の特徴づけ
を行うのが当面の目標となる．とくに，その
ような力学系はこれまで知られていないの
で，それを具体的に構築することがまず目標
となる．このような具体例の構築をつづける
ことで，essential spectrum radius がどのよ
うに決定されるかの糸口をつかむことが目
標となる． 
さらに，このスペクトルの研究を通して，力
学系から作られる高次元の low discrepancy
である疑似乱数を構成することも目標の一
つである．これにより，シミュレーションな
どコンピュータサイエンスへの応用への道
を切り開くのが目標である． 
 
３．研究の方法 
一般論の構築にはめどが立たないので，具体
的な性質の良い高次元の力学系の構成を行
うことで，essential spectrum radius の基
本的な性質を調べる．実際，どのような力学
系が esssential spectrum radiusを最小に
するのかを考察する．完全に証明されたわけ
ではないが，高次元の場合には，自然な連続
な変換では，その essential spectrum radius
は，最小値を達成することはないように思わ
れる．そこで，irreducible polynomialを用
いる方法で，単に連続な変換ではなく，これ
を代数的に“かき混ぜる”という手法をとる
ことで，その essential spectrum radiusが
最小値をとる力学系の構築に成功した．今回
の時間内では一般論を構築するにはいたら
なかったが，このように巧妙に設計された力
学系でなければ，essential spectrum radius
は最小値をとらないであろうことが予想さ
れることがわかった．これを用いると，low 
discrepancy な疑似乱数が構築可能となる．
言い換えれば，高次元の良好な力学系は単純
な力学系から構成されることはなく，緻密に
設計された特殊な変換からのみ導かれると
いうことがわかってきた． 
 
４．研究成果 
irreducible polynomial を用いた代数的方
法 を 用 い て ， 一 般 の次 元 で essential 
spectrum radiusが最小値を達成するような，
きわめて良好な性質を持つ力学系の構成を
行えた．この力学系はフラクタル構造をもち，
そ の よ う な 構 造 を も た な い 力 学 系 は



essential spectrum radius の最小値を達成
しえないことが示唆された， 
また，この新しく構築した力学系を用いて
low discrepancy な，すなわち，きわめて性
質のよい疑似乱数の構成を行えた．これまで，
高次元の良好な疑似乱数は限られた構成法
しか知られていなかったが，新しい視点での
構成を得て，確率積分などの計算への応用も
開かれるであろう．一方で，この研究により，
高次元の良好な力学系とは，連続であるとか
いうような単純なものではなく，いうならば，
フラクタル構造のような複雑な内面構造を
もつものしかありえないであろうことがわ
かってきた．このことは同時に，高次元の良
好な疑似乱数の構成の困難さを示すことに
もなったと思われる． 
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