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研究成果の概要（和文）： }|:|{   xxP （濃度がκ未満のλの部分集合の全体）上の組み

合わせ論におけるいくつかの事実を明らかにした．主な例を挙げると： 
(1) の cofinality が 未満のとき， P の stationary set  で,その stationary な部分集
合は必ず 個の stationary set に分割できるものが存在する． 

S


(2) の cofinality が 以上で P 上に weakly normal ideal が存在すれば， P の濃度は
である． ),Max 2( 

(3) の cofinality が 以上のとき， P の部分集合が分割の性質をもつことと，ineffable で
あることは同値である． 

 
研究成果の概要（英文）：We proved several facts in the combinatorial set theory 
on }|:|{   xxP , the set of all subsets of   with cardinality less than  . For 
instance: 
(1) If the cofinality of   is smaller than , then there exists a stationary subset 

S  of P  such that every stationary subset of S  can be splitted into   many 
disjoint stationary sets. 

(2) If the cofinality of   is not smaller than and there is a weakly normal ideal on P , 
then the cardinality of P  is ),2(  . Max

(3) Suppose that the cofinality of   is not smaller than   and X is a subset of P . 
Then, X is ineffable if and only if it has the partition property. 
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１．研究開始当初の背景 
(１) ある巨大基数の存在下で成り立つこと
が,その巨大基数のもつ組み合わせ論的性質,
または,それより弱い巨大基数の存在から導
けるかを調べることは,巨大基数理論の主流
を占めてきた .  が  超コンパクトのとき , 

で stationary reflection が成り立ち, 
は分割の性質を持つ. 

P
P  が  コンパクト

のとき, これらに相当する組み合わせ原理が
成立するかどうかを明らかにするのは, 超コ
ンパクト基数とコンパクト基数の謎めいた
関係もあり,多くの研究者の興味を惹きなが



ら長年未解決な難問である. 
(２) の濃度は, 集合世界の構造に深い影
響を与える特異基数仮説と密接に関係して
いるため,重要な問題である．

P

 が コンパク
トであると の濃度は決まる．コンパクト
基数の仮定を弱めて同じ結果を得ることに
関して,これまでの研究でかなりの結果を残
してきたが,

P

 が mildly   ineffable で
 )(cf の場合が残されていた． 

（３）正則基数 上では,一見異なる組み合わ
せ論的原理が，完全に一致する場合が多く知
ら れ て い る . 代 表 的 な 例 で あ る 
ineffability と分割の性質が, でも一
致するかどうかは,30 年来研究されてきた問
題である.平成 18～19 年度の助成研究で, 

P

 )(cf の場合には否定的,  )(cf の場合
には が（かなり強い）巨大基数でないとい
う条件付で肯定的な答えが得られた. これを
受けて,本研究では完全解決を目指した.  
 
２．研究の目的 
本研究の目的は, 次の 3 点であった. 
(1) コンパクト基数と組み合わせ論 ------ 
κがλコンパクトのとき, 次のことが言え
るか？ 
 ① でstationary set の reflection(以

下, SRF と略記する) が成り立つか ? 
P

② は弱い分割の性質をもつか？ P
(2) 特異基数仮説------ Mild ineffability 
から の濃度が決定できるか？ P
(3) 組み合わせ論的性質から定義されるイ
デアル間の関係: 
  ① Completely ineffable ではない集合の

なすイデアルは, 分割の性質をもつか? 
② Ineffable ではない集合のなすイデア
ルと, 分割の性質をもたない集合のな
すイデアルとは一致するか？ 

 
３．研究の方法 
 数学の研究であるから,特別なことは何も
ない. 各人が必死に考えるのが基本で,可能
な限り直接会ってディスカッションする機
会をもった. 定例の春秋の数学会の他に,京
都大学数理解析研究所の共同研究集会,2008
年 9 月に神戸大学で開催された Asian Logic 
Conference を初めとする国際研究集会等に
参加・発表した．また,毎年夏にヨーロッパ
で開催される Logic Colloquium にも参加者
を送る等，海外の研究者からの情報収集にも
努めた． 
特別なことをひとつあげると,平成 16年度の
助成研究から継続している,年 2 回（通常 9
月と 2月），1週間の神奈川大学におけるセミ
ナーである．連携研究者も含めて全員が参加
し，優秀な若手研究者や大学院生を招いて話
をしてもらう．分担者の薄葉は初回からの参
加者である．神戸大学の酒井拓史も度々参加

してきたが, 現在では国内外で優秀な若手
と認識されている．フレッシュな頭脳に接し,
我々の利するところも大であったが,集合論
の次代を担う人達に何らかの刺激になった
ことを期待する． 
 
４．研究成果 
本研究の主要な舞台である は次のように
定義される. 

P

 
定義. , つまり, 濃度が
κ未満のλの部分集合よりなる集合である. 

}|:|{   xxP

 
P が注目されるようになったのは, 巨大基

数のうちで最も重要な超コンパクト基数及
びコンパクト基数との関連である. 
 
定義. 上の極大フィルター が正規P U
 Uxxfx  })(:{ P  であるような関数 
はU のある元f X 上でコンスタントになる. 

κがλ超コンパクト P 上に正規極大フ
ィルターが存在する. 
κが超コンパクト κ以上の任意の基数λ 
に対して,κはλ超コンパクト. 

P

上 の 極 大 フ ィ ル タ ー が fine 

κがλコンパクト

U
UP  .}:{ UWWUxx   かつ

 P 上に fine 極大フィ
ルターが存在する. 
κがコンパクト κ以上の任意の基数λに
対して, κはλコンパクト. 
 
また, の研究ではλの cofinality（P )(cf
で表す）が重要になる. 
 
定義.  )(cf   はλに収束する長さδ 
の順序数の上昇列が存在するような最小の 
順序数である. 

 )(cf のときλは正則 (regular) である
と言い,  )(cf のとき特異 (singular) と
言う. λより大きい最小の基数 ( で表す) 
は正則である. 



 
（１）コンパクト基数と組み合わせ論  
① で SRF が成り立つか ? P
 Stationary reflection には数種類あるの 
で定義を記す． 
 
定 義 . が stationary in  

に対し，

PX 
xP  
|

P
x)

|}
fxXf  ,(),(: 22 

Px ||:|{|   xyxyx
P

Px ． 

 の stationary な部分集合 X が に
reflect する

Px
 xPX x ||   は におい

て stationary である． 
x|Px| 

P で stationary reflection（SRF）が成り
立つ 任意の の stationary な部分集合P
X に対して，X がreflectするような
が存在する． 

Px



XHPf  2][: 2
  ,IH
  が コンパクトで, でSRFが成り立た

ない強制モデルを構成しようとしたが,成功
しなかった．「Kruger の結果を利用して，

が non-stationary な



P 

P

|}|: xx   {x
 を  の下にたくさん作り,それらのなす集
合に club-shooting を行う」という方針は
悪くないと思うが,  のコンパクト性を保存
するところに困難がある． 

( で ）  1|]["| 2 Hf
 
まったく歯が立たなかったが，試行錯誤す
るなかで,異なるタイプの分割の性質
（square bracket partition relation）
に関して,いくつか結果を得た． 
 
定義．  2

, ][),,(   IPB
XHP 

2][:
Stationary set に関して reflection と並

んで興味がもたれてきたのは,どれだけ多く
の stationary set に分割できるかである．
これは,超コンパクト性を定義する 上の
正規極大フィルターの弱い形である,正規飽
和イデアルの問題につながる．次の結果が得
られた： 

P

f
  ,IH "f

 
 ( で ) 2][H
 

次の事実が知られていた： 
 
定理．（a） で  が正則ならば, ),,( B
は成り立たない（Todorcevic，1991）．  
（b） で ならば，


 22 ),,( B は成

り立たない（Matet，2006）． 
定理１．  )(cf とする． 
(i) のstationary setで,そのstationary
な部分集合は必ず 個の stationary set に
分割できるものが存在する． 

P
 （c） で  は正則， ならば, 

は成り立たない（Shioya，2005）．  
  )(cf

), ,( B
(ii) が stationary な
らば,(i)の性質をもつ stationary set の例
となる． 

)}(|)(|:{  cfxcfPx   
本研究で明らかになったのは： 
 
定理３．(i) で ),,( B が成り立たない
ならば, ),,( B


は成り立たない． 

 
こ れ は ， Foreman-Magidor(2001) と 塩 谷
(1999)による「  )(cf ならば は 個の
stationary set に分割できる」と言う結果を
大幅に拡張している． 

P
 (ii) で  は特異, ならば,   )

Woodinによる，少し弱い形での stationary
の概念も知られている． 
 
定義. 集合 X の冪集合 を で
表す． 

}:{ Xxx  )(XP

集合 A に対して， 
)(APX 
][: Af

が stationary in  

 

)(AP
] x )["( xfAxXxA  かつ

これに関して，次のことを示した： 
 
定理２． は正則な非可算基数で   とする．

)(PS  が stationary in )(P で
}:{  x Sx が stationary ならば，S は

個の stationary set に分割できる． 
 
D. Burke によって，2個に分割できることは
示されていたが，大きく改善されている．ま
た，Solovay(1967)と Gitik(1985)の，夫々
及 び の stationary set がP  個 の
stationary set に分割できるという結果を

)(P に拡張したものになっている． 
 
② は弱い分割の性質をもつか？ P
弱い分割の性質とは次のように定義される： 
 
定義． が unbounded（ で表す） PX    ,IX

Xy yxPx    
PX  が弱い分割の性質をもつ 

(cf

),,( B は成り立たない． 
(iii) で  は正則, ならば, 

は成り立たない． 
 )(cf 

),,( B
 
(i)は(a)を改善しているし,(ii)と(iii)は
(b),(c)と異なる仮定から同じ結論を導いて
いる． 
 
(2) 特異基数仮説 

 )(cf で が mildly   ineffable なら
ば， の濃度 は であることを証明す
るのが目的だったが，果たせなかった．Mild 
ineffability の定義は次の通りである： 

P
 

 
定義． が mildly   ineffable  

  AxxfPxf )((
   )(:{ yxfPxPy
         

）．   ,} IyA
 
解決に向けて， の non-stationary set の
性質をもっと究明しないといけないだろう． 

P

コンパクト基数を定義する 上の fine
極大フィルターを弱めたものとしては，mild 
ineffability の他に 上の weakly normal 
ideal がある． 

P

P

 
定義． XPXI :{,   は unbounded ではな
い｝とする． 
I が 上のイデアル (ideal) I は次の 
(i)～(iv) を満たす； 

P 

(i)  PXIX 
II  ,(ii)  



(  IH で ）． 1|]["| 2 Hf(iii) IYX  ならば IX   
(iv) かつIX  }:{    ならば, 

 IX  }:{ 

 
課題 ①,②ともに, 次のような結果が得ら
れた.  )(cf の場合は肯定的，  )(cf の
ときは否定的である． 

上 記 の  (iv) の 性 質 を κ - 完 備 ( κ 
-complete) と言う. 
I に属さない の部分集合の族をP

I で表
す． 

 
定理５．  )(cf のとき, 次のことが成り立
つ． I が weakly normal   xxfPxf  )(( 

)})(:{ Ixfx   （i）Completely ineffable ではない の
部分集合のなすイデアルは, 分割の性質を
もつ. 

P 
I が正規   xxfXx  )((I Xf 

})(:{  xfx  )I ． 
（ii） に対して PX  

代表者(1993)は， 上の weakly normal 
ideal の存在を仮定して，

P
 )(cf 及び，が

正則の場合に の濃度を（P  が  コンパク
トのときと同じに）決定した．D. Burke（2000）
は  )(cf の場合に より大きな可測基数の
存在を仮定に付け加えて， で
あることを示している．今回，次の結果を得
た： 

),2 (  Max

X はineffable   X は分割の性質をもつ． 
 
定 理 ６ ．  )(cf か つ な ら ば , 
completely ineffable な の部分集合

 2
P X

で, 分割の性質を持たないものが存在する. 
 
 が  ineffable だと，特異基数仮説が成り
立つので，定理６の条件を満たすような は
必ず存在する．  

定理４． 上に weakly normal ideal が存
在 し ，

P
 )

)
(cf

,2( 
な ら ば ， の 濃 度

である． 
P

   Max

上記2定理により，Magidor（1974）の「
が分割の性質をもてば，

PX 
X は ineffable であ

る」，「正規イデアル I が分割の性質をもつと
き, 任意の  IX は completely ineffable 
である」という定理の逆問題は完全に解決さ
れた． 

 
(3) 組み合わせ論的性質から定義されるイ
デアル間の関係: 
  ① Completely ineffable ではない集合の

なすイデアルは, 分割の性質をもつか? 
平成１８年度～平成１９年度の助成研究で, 
「λが -indescribable ではない」という
条件（＊＊）つきで証明されていたが, 通常
の stationarity ではなく, Woodin による
stationarity を用いて,（＊＊）がなくても
成り立つことを示した.  

2
1

② Ineffable ではない集合のなすイデア
ルと, 分割の性質をもたない集合のな
すイデアルとは一致するか？ 

 
この課題は，ほぼ完全な形で解決され, 助成
に応えることができた．まず定義を述べる． 

  
定義. が ineffable in  )(APX  )(AP

 xxfXx x :(
:{: fXxAAf 
  

定義． 　XPXNS :{,  

 ,NS
P

は non-stationary}
とする． は最小の正規イデアルになる． 

X  が ineffable  
  AxxfPxf )((
  )(:{ AxfPx

P

          
）．   ,} NSx

が ineffable のとき，  は  ineffable
であると言う． 

PX 


が分割の性質をもつ 
XHPf  2][: 2

 NSH
P

  
( で ）． 

 , 1|]["| 2 Hf




上のイデアルで, 次の条件(*) 
  AxxfXxIXf )((

 xAxfXx })(:{
         

）  I
を満たす最小の正規イデアルを completely 
ineffable ideal と 言 い ,  IX は
completely ineffable であると言う．このと
き， は completely   ineffable であると
言う．また、条件（＊）を満たすイデアルは

-distributive である. )2,(
イデアル I が分割の性質をもつ 

XHXfI  ][: 2X  2    

)}| stationaryxfx は  
X が large FX  を満たす 上の正規
極大フィルターが存在する. 

)(AP

 
証明においては，次の補題が重要である： 
 
補題１. κがλ ineffable で かつ

は ineffable だとする. このとき, 
が ineffable ではないような と

で 任 意 の

が, 

PX 
ではないe

P
PC 

arg ではないe

}arg)()(:{ では lxPxPXXx 
C


 Cxxxfx |:

)(:{ は lxPXXxCyx 
y

}
x  xff yx |かつ  を満たすならば
 yx || であるものが存在する. 

 
補題２. が  ineffable ならば, 

は 
ineffable である. 

PX 
)( はxP }:{ ではないineffableXXx

 
さらに，定理５を補完する事実も示した： 
 



定理７. κが completely λ ineffable で,
λ が completely  ineffable な ら ば , 

-distributive な正規イデアルで, 分
割の性質をもたないものが存在する. 

)2,(

 
これは，「 が可測基数ならば，分割の性質を
持たない 上の正規極大フィルターが存在
する」という Solovay の定理の拡張である． 

P

条件を満たすイデアル I は,   に対する
上の completely ineffable イデアル

をλ上のcompletely ineffable イデ
アル で，次のように張り合わせて得ら
れる： 

P
NCIn  ,

NCIn

 NCInNCInPXIX  }:{ , . 
 超コンパクト基数のもつ組み合わせ論的
性質の関係が明らかになったので，今後挑戦
すべき問題は，コンパクト基数に関係する弱
い分割の性質と mild ineffabilityの関係を
明らかにすることである． 
 
（4）申請課題以外の結果 

組み合わせ原理と関係の深い集合論的位
相空間論,特に順序数,または順序数の積に
自然な位相を導入した空間に関しての結果
を得た． 
 
定義. を位相空間D X の部分集合とする. 
D は discrete 任意の が Xx 1|| YD
であるような近傍Y をもつ. 

 DxxUU |)( が を separate するD  U
は pairwise disjoint で  . Dx )(xUx
D は separated を separate する D X の
open set の族が存在する. 
X は collectionwise Hausdorff  X の任
意の closed discrete subset が separated 
である. 
 
定理８．(i) 任意の順序数の部分空間 と

の積は collectionwise Hausdorff であ
る. 

0A

1A

(ii) の部分空間 , , で, 積空
間 が collectionwise Hausdorff 
ではないものが存在する．ここで, は最小
の非可算順序数である． 

11 
1 AA 

0A 1A 2A

20A

1

 
順序数の空間の積に関して, 2 個の積の場合
と 3 個の場合とが本質的に異なることを示
している. 集合論において と で大き
な差があるという事実が連想され, 興味深
い ( と は各々, 2 番目と 3 番目の無
限基数である) .  

1 2

1 2

集合 X 上に線形順序 が定義されている
とき, 


} }:}:{{:}: XaaxxXaax{{x   を

近傍系とする順序位相が自然に導入される. 
この位相空間を ordered space と言う.  
 
定義. 位相空間  ,X が orderable  X 上

の線形順序  で, それから定まる順序位相
が になるものが存在する. 
 が 整 列 順 序 の と き は ,  ,X は 
well-orderable と言う.  

 ,X が sub-orderable  YX  で  上の
線形順序

Y
 から定まる順序位相の X への制

限が になるものが存在する. 
 
実数直線の部分空間 は orderable 
ではないことから, 次の問題が考えられて
いた： 

}2{)1,0( 

 
問題． と がともに stationary
ならば, 

1X X1
X は orderable ではないと証明で

きるか?  
 
これに否定的な解答を与えた. 
 
定 理 ９ .(i) 順 序 数 か ら な る 空 間 は 
orderable である. 
(ii) 順序数  の部分空間 X に対し, X の 
limit point ( ) で)lim(X X のメンバーでな
いものの集合を とする ( ). 
このとき, 

G XX )lim(G

X は well-orderable   XG)lim( また
は 1|| G  
 
系 １ .(i) が well-orderable 1X 
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が interior reserving な open refinement  p
を持つ. 
X は normal  任意の disjoint な閉集合
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X は countably metacompact  任意の可算 
open cover が ， point finite な  open 

nement 持つ. refi を
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