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研究成果の概要（和文）：計算を無限に続ける過程のどこかで正しい値が決定される関数を極限

再帰関数と呼ぶ。数学を“計算”という観点から見るとき、極限再帰関数の理論が重要な働き

をする。それを数学における計算可能性理論に応用し、また、この方法とユークリッド不連続

関数を連続にする一様位相の方法との比較を行った。さらに、理論の一部を計算機に実装する

工夫も行った。

研究成果の概要（英文）：A function whose value is obtained somewhere in the course of an
infinite process of computations is called a limiting recursive function. The theory
of limiting recursive functions plays an important role when one observes mathematics
from the standpoint of “computation”. We have applied it to the computability theory
in mathematics, and compared this method with the method of uniform topology, in which
a Euclidean discontinuous function turns continuous. We have further devised how to
implement a part of this theory on the computer.
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１．研究開始当初の背景

本研究の主題は数学のなかの計算可能性問

題における“極限再帰関数”の役割の多角的

研究である。極限再帰関数とは、再帰関数の

極限値（それが存在するときに）を値とする

関数である。数学における計算可能性問題の

ために当研究グループは、不連続関数の収束

率・連続率の評価に極限再帰関数を認める方

法と、関数の連続化による“実効的”一様位

相による方法を開発した。そのなかで、極限

再帰関数が計算可能性問題のみならず数学
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の発展史においても重要な役割を担ってき

たことが分かり、当研究では極限再帰性に焦

点を当てた。

当研究開始までに我々は上記の各手法に

おける計算可能数学の理論を発展させ、二理

論における関数値の“列計算可能性”のある

自然な条件のもとでの同値性を具体例で示

した。また、極限再帰的数学の形式化・その

計算機上の実行の研究にも着手していた。

他に関数解析的手法や計算可能なコード

理論による計算可能解析学なども発展して

いるが、我々の手法は（極限）再帰関数の初

歩的知識以外には通常の数学の知識・技術で

数学における計算可能性問題の研究ができ

る、という大きな特長がある。

２．研究の目的

対象領域は基本的に実数あるいは有限次元

ユークリッド空間である。

(1) 不連続実数関数の計算可能性問題にお

ける極限再帰関数の機能の特徴付け、たとえ

ば、極限再帰関数による“L-列計算可能”な

関数族の数学的特徴づけ。

(2) Fine 位相空間（実効的一様位相空間）に

おける解析学の展開。

(3) 無限個の縮小写像によるフラクタル図

形など複雑な集合の性質、関数解析の諸定理、

などの極限再帰関数による特徴付け。

(4) 極限再帰的計算可能数学の形式的体系

構築とその計算機上の実現とそのゲーム意

味論による解釈。

(5) 数学における極限再帰性の応用例の分

析。

３．研究の方法

(1) （不連続）関数 fを連続化するように実

数体に一様位相 U を導入し、f の計算可能性

問題を一様位相上の連続関数としての計算

可能性問題として定義できる。f の“列計算

可能性”について極限再帰関数による L-列計

算可能性と U-列計算可能性の同値性を一般

的で自然な条件下で示す。

(2) Fine 位相空間における積分論の実効化、

および(1)の同値性の具体例の提示。

(3) 無限個の縮小写像によるフラクタルの

次元等についての計算可能性を調べる。

(4) 構成的数学の体系に極限作用素を加え

て得られる極限計算可能数学の理論体系の

整備、その実装プログラムの改良を行う。ま

た、ゲーム意味論による解釈をする。

(5) たとえば、ヒルベルトの有限基底定理の

第一証明における極限再帰的な手続きに関

する帰納法の論理的構造の分析・整備をする。

不連続関数の連続化は連続体の位相を変え

ることによって可能であり、それは一様位相

となる。それが“実効的一様位相”（計算可

能性構造をもつ）になるとき、もとの関数の

連続関数としての計算可能性を扱える。（あ

る自然な条件のもとで）関数が極限再帰の意

味で列計算可能であることと一様位相にお

いて列計算可能であることの同値性により、

どちらを採用してもよいことになる。その事

実を利用して数学における極限再帰関数の

役割を一様位相で置き換えることができる。

この手法により数学の種々な計算可能性構

造を解明できる。とくに Fine 位相はその典

型であり、Fine 解析は数学として興味深い理

論として展開されている。その計算可能版は

暗示的に極限再帰関数の重要な役割を示す。

４．研究成果

研究目的および方法に沿って以下の成

果をあげた。

(1) 極限再帰性と実効的一様位相とい

う、互いに異質な理論における不連



続関数の”列計算可能性”の同等性

に関する一般論を展開し、また,極

限再帰性の”計算認識”の基盤と

して“コンパクト性”を提案した。

(2) Fine 空間上の数学の実効化として

まず Fine 位相における種々な収束

の定義とそれらの実効化の理論を

展開した。次に２次元 Fine-位相に

おける積分論および Walsh-Fourier

級数の収束に関する諸定理の実効

化に成功した。これらはユークリッ

ド空間においては極限再帰関数に

よって支配される列計算可能性理

論による数学の Fine 位相における

翻訳といえる。有界密度関数を媒介

として確率分布の計算可能性と確

率分布関数の列計算可能性の同値

性を示し、有界密度関数をもたない

分布については Fine 計算可能な分

布関数との同値性を示した。

(3) Fine-位相における計算可能関数の

グラフが無限個の縮小写像によるフラ

クタルをなすこと、またグラフ有向集

合ともみなされること、さらにグラフ

有向集合が Markov-自己相似集合と同じ

であること、を示した。他方ランダ

ム反復アルゴリズムの理論を立て

た。これによってグラフ有向集合に

対する新しい見方が与えられ、また

ランダム反復アルゴリズムに多く

の拡張モデルがあることが判明し

た。

(4) 極限再帰関数と∑^0_1 排中律など

拡張された構成的原理に関する論

理的な相互関係の分類が完成した。

さらに、極限計算可能数学の形式的体

系の証明アニメーションについて、部分

的カット除去という方法で計算量を減

少させ、その実装も行った。

(5) 思想的背景として、極限計算のアイディ

アの元となったヒルベルトの有限基底

定理の証明を分析し、それに関して新カ

ント派の哲学、とくに H.コーエンの「無

限小（実は極限）の哲学」との類型的相

似性を発見した。また、田辺の「種の論

理」の資料研究を通して無限プロセスの

考察を行った。

以上数学および数学基礎論における新しい

着想による具体的な多くの結果を得た。
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