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研究成果の概要（和文）：多重線形作用素の例として、多重線形擬微分作用素の研究を行った。

特に幾つかのヒルベルト空間の積空間上において、多重線形擬微分作用素がシャッテン-フォン

ノイマンクラスに属するための表象の条件を求めた。また重み付きヘルツ空間のウェーブレッ

トによる特徴付けを与えた。またさらに重み付き p 乗可積分空間のウェーブレットによる特徴

付けを用いて、ベッセルポテンシャルに関するソボレフ-リーブ-ティーリング不等式を証明し

た。

研究成果の概要（英文）：As an example of multilinear operators we studied multilinear
pseudo-differential operators. In particular we got a condition of the symbol of multilinear
pseudo-differential operators defined on products of a Hilbert space, which belong to the
Schatten-von Neumann class. Moreover we provided the wavelet characterization of the
weighted Herz spaces. Moreover we proved the Sobolev-Lieb-Thirring inequality with
respect to the Bessel potentials by means of the wavelet characterization of weighted
Lp spaces.
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１．研究開始当初の背景
解析学における様々な定理において、正則

性あるいは微分可能性の仮定を可能な限り
緩めることは、その定理の適用範囲を調べる
という点で興味ある問題である。このような
問題を研究する際に、実解析あるいは調和解
析の手法が有効である。実際カルデロンが
1950 年代に特異積分作用素の研究を始めた

動機の 1 つは、正則性の少ない係数を持つ偏
微分作用素の研究にあった。このカルデロン
による特異積分作用素の研究は、その後 1970
年代に一般化され、たたみ込みの形ではない
一般の積分核を持ついわゆるカルデロン-ジ
グムント作用素の研究として発展した。また
カルデロンは、正則性の少ない係数を持つ偏
微分作用素の成す代数の研究から、特異積分
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作用素と掛け算作用素との高次交換子の研
究の重要性を指摘した。この高次交換子の関
数空間における有界性の評価や、加藤のスク
エアルート問題などにおけるある種の逆問
題あるいは逆作用素の評価において、多重線
形作用素の重要性が明らかになってきた。
多重線形作用素の先駆的研究は 1970 年代

のコイフマン-メイエによる多重線形フーリ
エマルチプライヤーの研究に始まる。彼らの
理論は、リプシッツ曲線に対応したコーシー
積分の有界性の評価に応用された。その後多
重線形作用素の理論は様々な問題に応用さ
れており、例えばクリストとキセレフは、多
重線形作用素の理論を１次元シュレディン
ガー作用素の WKB 解析に応用した。さらに
コリアンダーやキールらは、多重線形作用素
の評価を KdV 方程式などの非線形偏微分方
程式の研究に応用した。
一方レーシー-ティーレによる相空間のタ

イル分解を用いた手法の開発により、双線形
ヒルベルト変換などの、滑らかでない表象を
持つ作用素の解析が可能となった。このよう
な研究の中で、特にグラファコスとトレスは、
多重線形カルデロン-ジグムント作用素の系
統的な研究をウェーブレットを用いて行い、
基本的な性質を明らかにした。

一方研究代表者は、ウェーブレット型の関
数列を用いた種々の作用素の研究を行って
おり、この手法を多重線形作用素に応用する
という考えは自然なものであった。そこで研
究代表者は、グラファコスとトレスの研究を
さらに深化させる研究の着想に至った。

２．研究の目的
本研究の目的は、種々の多重線形作用素の

性質とその応用の研究である。特にグラファ
コスとトレスの研究を推し進めて、多重線形
カルデロン-ジグムント作用素の、重み付き p
乗可積分空間あるいは一般の重み付きトリ
ーベル-リゾルキン空間上での有界性の問題
を、ウェーブレットを用いて研究し、この有
界性を用いて、重みの付いていない場合に考
えられてきた様々な問題、例えば高次交換子
作用素の有界性やリプシッツ曲線上のコー
シー積分作用素の有界性、あるいは加藤のス
クェアルート問題に応用することである。

まず最初に重み関数のクラスとして、どの
ようなものを用いれば良いかということを
を明らかにする。通常のカルデロン-ジグムン
ト作用素に関する重み付き不等式において
は、重み関数のクラスとして Ap 関数が用い
られる。この Ap 関数のクラスを、多重線形
作用素の場合にも同様に用いることができ
るのか、あるいは全く新しい重み関数のクラ
スが必要なのかを明らかにする。その上で重
み付き不等式における指数の関係を求め、多
重線形カルデロン-ジグムント作用素の重み

付き関数空間における有界性を証明する。
このような多重線形カルデロン-ジグムン

ト作用素の種々の重み付き関数空間におけ
る有界性が明らかになれば、多重線形フーリ
エマルチプライヤーの理論あるいは多重線
形擬微分作用素の理論に応用できる。特に多
重線形擬微分作用素の特異値を評価するこ
とにより、作用素の属するクラスを明らかに
する。これは通常の擬微分作用素についての
シャッテン-フォンノイマンクラスに相当す
る作用素族の研究であり、いわゆるコンパク
ト作用素の分類という観点からも、興味ある
話題である。
またさらに高次交換子作用素の有界性の

研究や、リプシッツ曲線に対応したコーシー
積分作用素の研究に応用が期待され、またこ
れらの研究を通じて、係数の正則性の少ない
偏微分作用素の研究や、正則性の少ない境界
を持つ領域におけるディリクレ問題の解の
研究などに応用する。また対応する重み付き
不等式を、非線形シュレディンガー方程式や
KdV 方程式の解の存在や適切性など、従来多
重線形作用素の理論が用いられていた問題
に応用することにより、新しい結果を得る。

３．研究の方法

まず最初に多重線形カルデロン-ジグムン
ト作用素のウェーブレットによる特徴付け
を研究し、それを用いた重み付き p 乗可積分
空間あるいは重み付きトリーベル-リゾルキ
ン空間における多重線形カルデロン-ジグム
ント作用素の有界性を研究する。特に重み関
数としてどのようなものを採用すればよい
かを明らかにする。これらの研究を達成する
ためには、グラファコス-トレスの結果や、
重み付き関数空間のウェーブレットによる
特徴付けとその応用に関する、研究代表者の
以前の研究が参考になるものと思われる。そ
してそれらの結果を用いて、高次交換子作用
素の有界性などを示し、さらに正則性の少な
い偏微分作用素の研究を行う。
そのために研究分担者あるいは連携研究

者と情報交換し、またセミナーを開いて研究
を行う。特に研究分担者の林は研究代表者に
関数解析の知識を提供し、また連携協力者の
堀内は、研究代表者に偏微分方程式の知識を
提供する。さらに国内外の様々な研究集会に
参加し、最新の知識を吸収する。具体的には、
春及び秋の日本数学会年会及び秋季分科会
や、実解析学シンポジウムあるいは調和解析
セミナー、あるいは調和解析と非線形偏微分
方程式研究集会などである。また実解析、関
数解析、偏微分方程式関係の書籍を購入する
ことにより、最新の知識を吸収する。

４．研究成果



(1)まず多重線形擬微分作用素の研究を行っ
た。特に幾つかのヒルベルト空間の積空間上
において、多重線形擬微分作用素がシャッテ
ン-フォンノイマンクラスに属するための表
象の条件を求めた。このような作用素のクラ
スは、ペートル、コボス、ピエチュなどによ
り研究されているが、まだ多くのことは分か
っていない。そこで本研究においては、n 次
元ユークリッド空間における 2乗可積分関数
の成すヒルベルト空間の積空間上で定義さ
れた多重線形擬微分作用素について、シャッ
テン-フォンノイマンクラスの作用素族に属
するための条件を研究した。具体的には、多
重線形擬微分作用素の表象と呼ばれる関数
がどのような条件を満たせば、どのシャッテ
ン-フォンノイマンクラスに属するかを明ら
かにした。ただし、本研究で定義したシャッ
テン-フォンノイマンクラスは、ペートルや
コボスらが定義した作用素のクラスとは
少々異なるものである。この研究には、研究
代表者が以前研究していた擬微分作用素の
特異値の評価において用いた手法、すなわち
ウィルソン基底やガボールフレームの理論
が用いられる。これにより、作用素の表象の
遠方での減少の様子を調べることにより、作
用素の属するクラスを判定できる。また関連
して通常の擬微分作用素がデクスミエクラ
スに属するための表象の条件を得た。これは
コンヌの非可換幾何学における量子化との
関連から、興味深い結果である。
(2)また本研究において、多重線形カルデロ

ン-ジグムント作用素のウエーブレットによ
る近似対角化がどのようなものになるかを
研究した。ここで得られた結果は、上記の擬
微分作用素のウィルソン基底による解析に
よって得られた評価と同様のものである。
(3)また本研究においては、重み付きヘルツ

空間のウェーブレットによる特徴付けを与
えた。同様の重み付きヘルツ空間についての
ベクトル値型不等式については、タン-ヤン
の結果があるが、彼らの結果には誤りがある。
そこで本研究では、彼らの結果を修正した形
で、重み付きヘルツ空間のウェーブレットに
よる特徴付けを与えた。
(4)重み付き p 乗可積分空間のウェーブレッ
トによる特徴付けを用いて、ベッセルポテン
シャルに関するソボレフ-リーブ-ティーリ
ング不等式を証明した。この証明で用いられ
る手法は、通常のウェーブレットによる関数
空間の特徴付けだけではなく、スケーリング
関数も同時に用いる形のものである。
(5)キャファレリ-コーン-ニーレンベルグ型
の不等式と関連した話題を研究した。すなわ
ちこの不等式を変分問題の解の存在あるい
は非存在の問題として捉え、不等式における
最良定数を決定し、また漸近挙動を調べた。
この結果は、従来知られていたものを一般化

し、またさらに精密にしたものである。
(6)またリーマン面の幾何学形状とその上の
有界正則関数の解析的振る舞いを研究した。
リーマン面を定めれば、その上の有界正則関
数の全体は定まるが、この逆は有界正則関数
環については自明ではない。この同型問題が
肯定的に解かれるための十分条件について
の部分的結果を得た。
今後は本研究の結果を更に推し進めて、多

重線形作用素の研究を深め、解析の様々な問
題に応用していきたいと考えている。
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