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研究成果の概要（和文）：障害物の外部における波動方程式の初期・境界値問題の解が満たす時

間と空間について大域的な Strichartz 型評価式を得ました．その応用として空間 3 次元の場

合に，障害物の外部における半線形波動方程式の初期・境界値問題に対する小さな解の時間大

域一意存在に関する結果を得ました．また，時間と空間の両方の変数に依存する係数をもつ 2
階の波動方程式の解が満たす時空 L^2 評価式の導出を行ないました．その評価式は，球対称で

なめらかさの低い初期値をもつ準線形波動方程式の初期値問題の適切性の証明に応用され新し

い結果を得ました． 
 
研究成果の概要（英文）：Abstract Strichartz estimates have been obtained for wave 
equations outside obstacles. As an application, the global (in time) existence of small 
solutions to semilinear wave equations with power-type nonlinear terms has been proved 
in 3-D domain outside obstacles.  
Weighted space-time L^2 estimates have been also obtained for wave equations with 
space-time dependent variable coefficients. As an application, some new results on local (in 
time) wellposedness have been proved for quasilinear wave equations with low regularity 
radial data. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題の申請時，私は平成 18, 19 年度科
学研究費補助金の研究課題に沿って，
Schrödinger 方程式の球対称解に対する重み
つきStrichartz型評価式の研究で一定の成果
を上げていました．また当時は米国 UCLA の
Rowan Killip, Terence Tao, Monica Visanや

Shuanglin Shao のプレプリントでも球対称
解に対する新しい評価式が得られた頃でし
た．自分自身のそれまでの成果を土台にした
り，彼らの成果に刺激されたりして，分散型
方程式や波動方程式の新しい局所平滑化評
価式の導出に努めたいという研究動機を持
っていました． 
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また，なめらかさの低い初期値をもつときの
準線形波動方程式の Cauchy 問題に対する適
切性に関する研究への応用を念頭に入れて，
定数係数波動方程式に対しては既に得られ
ていたある重みつき時空 L^2 評価式と類似
の評価式を，変数係数をもつ波動方程式の場
合にも得ることが出来ないかということも
研究動機でした． 
 
２．研究の目的 
（１）本研究課題の申請時における研究の目
的は，2 階の双曲型波動方程式や分散型方程
式の解の局所平滑化を表す新しい評価式を，
とくに球対称な解の場合に限定して得るこ
とでした．球対称解に対しては，Strichartz
型評価式が成り立つルベーグ空間の指数の
範囲を一般の場合と比べて広く改良でき，ま
た一般の場合には成り立たないような重み
つき Strichartz 型評価式が成り立つことが
徐々に分かってきていたからです． 
また，いわゆる逆 2 乗型ポテンシャルをもつ
波動方程式とSchrödinger方程式の球対称解
に対するStrichartz型評価式の研究も行ない， 
球対称解に対しては，評価式が成り立つルベ
ーグ空間の指数を，一般の場合よりも広げら
れるかを調べることも研究の目的でした． 
（２）定数係数の波動方程式の解に対する 
Morawetz-Keel-Smith-Sogge-Hidano-Yoko
yama 型の重みつき時空 L^2 評価式を，変数
係数をもつ 2階の双曲型波動方程式の解に対
して拡張することも研究の目的でした． 
（３）このような評価式の応用として，なめ
らかさの低い球対称な初期値をもつ非線形
Schrödinger 方程式と準線形波動方程式の
Cauchy 問題に対する時間局所的または大域
的な一意解の存在の問題に適用することも
研究の目的でした． 
 
３．研究の方法 
（１）Jason Metcalfe 氏  (University of 
North Carolina, Chapel Hill), Hart F. 
Smith 氏 (University of Washington), 
Christopher D. Sogge 氏 (Johns Hopkins 
University), Yi Zhou 氏 (Fudan University) 
と共同で，障害物の外部における波動方程式
の初期・境界値問題の解が満たす時空大域的
Strichartz型評価式の研究を行ないました． 
（２）Chengbo Wang 氏（Johns Hopkins 
University），横山和義氏（北海道工業大学）
と共同で，時間と空間の両方の変数に依存し
た係数をもつ 2階の波動方程式の解が満たす
Morawetz-Keel-Smith-Sogge-Hidano-Yoko
yama 型評価式の導出の研究を行ないました．
これは定数係数の場合には既に得られてい
た，解の減衰と平滑化を表現する評価式を変
数係数の場合に拡張しようという試みでし
た．定数係数の場合に用いられた尺度変換に

よる工夫が変数係数の場合にはうまく機能
しないことが困難な点でした． 
Jason Metcalfe 氏と Christopher D. Sogge
氏は，2005年に発表された論文の中で障害物
の外部における波動方程式の初期・境界値問
題を研究しました．彼らは定数係数の方程式
の場合に用いられていた Igor Rodnianski氏
の方法を変数係数の方程式の場合に一般化
することに成功し，外部領域での問題設定で
変数係数をもつ波動方程式の解が満たす時
空 L^2評価式の導出に成功しました．これに
より全空間での問題を考えていた私たちが
行なうべきことは，尺度変換を用いた工夫を
経由しないで空間原点の近くで望ましい時
空 L^2 評価式を導くことでした．幸いにも
Metcalfe 氏から大変に役立つ助言を頂けて，
上述した私たちの試みが完遂されました． 
 
４．研究成果 
（１）Metcalfe氏, Smith氏, Sogge氏, Zhou
氏と共同で，適当な条件を満たす障害物の外
部における波動方程式の初期・境界値問題の
解が満たす時空大域的な抽象化された
Strichartz型評価式を得ました．その応用と
して，Fritz Johnによる空間 3次元における
半線形波動方程式の初期値問題に対する小
さな解の時間大域一意存在に関する古典的
仕事を外部領域の場合に拡張することに成
功しました．Johnの仕事を外部領域の場合に
拡張することは，非線形波動方程式を外部領
域で解析する道を開拓し，現在も第一線級で
活躍している日本の解析学者もかつて試み
たそうです．今回の研究成果は，その未解決
問題の解決であり，数学雑誌 Transactions of 
the American Mathematical Society, 
Vol.362, No.5 (2010), 2789—2809 に掲載さ
れました． 
なお，同様の結果が空間次元 2の場合にも成
り立つことが期待されます．後になって，
Smith, Sogge, Wang により解決されました．
空間次元が 4の場合は Du, Metcalfe, Sogge,  
Zhou の共同研究により 2008 年に解決済みで
したが，空間次元が 5以上の場合は未解決で，
今後の進展が期待されます． 
（２）Wang氏と横山氏と共同で，時間と空間
の両方の変数に依存し適当な条件を満たし
た係数をもつ 2階の双曲型波動方程式の解が
満たす時空 L^2 評価式の導出を Cauchy 問題
の枠組みで行ないました．その評価式は球対
称でなめらかさの低い初期値をもつときの
準線形波動方程式の初期値問題に対する適
切性の問題に応用されて，半線形の方程式に
対しては既知であった結果が準線形の方程
式の場合にまで拡張されました．             
すなわち，空間 3次元のときに球対称で小さ
な初期値については，なめらかさが低く
(H^2\times H^1-class)，空間遠方での減衰



 

 

がゆっくりであっても，「ほとんど時間大域
的」に一意解が存在する (almost global 
existence)という思いがけない成果を得る
ことが出来ました．先行する多くの結果にお
いては，なめらかさの指数がもっと高い重み
つきのソボレフノルムを用いて初期値の小
ささを仮定していました．私たちの結果は，
初期値のなめらかさと空間遠方での減衰条
件という 2点から先行結果を見直すきっかけ
になるのではないかと思っています． 
また私たちは差分商の方法を用いて，準線形
波動方程式の解の2階の偏導関数がL^2(R^3)
値関数として時間変数に関して連続である
という極めて非自明な性質も示すことが出
来ました．準線形波動方程式を逐次近似の方
法で解く際に発生する「微分の損失」のため
に，このような性質を示すことは容易ではあ
りません．既存の一般論では取り扱えない，
なめらかさの低い解の枠組みで 2階の偏導関
数の時間変数に関する連続性を示すことに
成功したことは特筆すべきことでありまし
ょう． 
なお，本成果を収めた論文は 2010 年 4 月に
数学雑誌に投稿されて，掲載の可否の知らせ
を待っています． 
（３）Wang氏と横山氏と共同で，非線形項が
1 階の偏導関数の絶対値のべき乗の形をもつ
波動方程式（たとえば\Box u=|u_t|^p）の初
期値問題の解の最大存在時間(lifespan)を
下から評価する研究も行ないました．1981年
に出版された論文で，Fritz Johnは空間次元
n の値が 3 で p の値が 2 のときには非自明な
古典解は時間大域的には存在しないことを
示しました．なぜこのようなことが起こるの
か知るために，この成果は直ちに日本の増田
久弥教授や米国 Indiana 大学の Robert 
Glassey教授の研究グループにより，n, pが
他の値の場合への一般化が試みられました．
そして Glassey は Mathematical Reviews 誌
において Thomas C. Siderisのある論文に対
する評論のなかで，n を 2 以上とするとき
1<p=<1+2/(n-1)のときは小さな初期値に対
してすら非自明な解は時間大域的には存在
せず，他方 p>1+2/(n-1)のときは小さな初期
値に対しては時間大域解の存在が示される
であろうと予想しました． 
1<p=<1+2/(n-1)のときの大域解の非存在に
関しては，1980年代中ごろに Jack Schaeffer
と Mohammad Rammaha により優れた部分的成
果が得られ，そして 2001 年に出版された Yi 
Zhouの論文の中で結果が完成されました． 
この論文の中で，Zhouは解の最大存在時間の
上からの評価も得ており，その評価が最良で
あるかも問題になっていました． 
また p>1+2/(n-1)のときの小さな初期値に対
する時間大域解の存在に関しては，n の値が
2 と 3 のときに限り本執筆者と津田谷公利氏

の共著論文と Nikolay Tzvetkov 氏の論文の
中で独立に解決されていました． 
以上のような展開をふまえて，我々の問題は
2以上のすべての nについて 
・p>1+2/(n-1)のときに，小さな初期値を与
えて時間大域解の一意存在定理を確立する
ことと， 
・1<p=<1+2/(n-1)のときに，小さな初期値に
対する時間局所解の最大存在時間の下から
の評価を得て，Zhouによる上からの評価の最
適性を検証することの 2点でした． 
Wang氏と横山氏と共同でこの2つの問題の解
決に取り組み，横山氏との共著論文(A remark 
on the almost global existence theorems of 
Keel, Smith and Sogge, Funkcialaj Ekvacioj, 
Vol.48, No.1, 2005, 1—34，および 
Space-time L^2-estimates and life-span of 
the Klainerman-Machedon radial solutions 
to some semi-linear wave equations, 
Differential and Integral Equations, 
Vol.19, No.9, 2006, 961—980)と Wang 氏，
横山氏との共著論文 (On almost global 
existence and local well-posedness for 
some 3-D quasi-linear wave equations, 投
稿中)のなかで培われてきた KSS 型評価式の
改良版に基づく方法を駆使して球対称な強
解(H^2\times H^1 級の解)の枠組みで問題を
解決した論文をまとめています． 
（４）逆 2 乗型ポテンシャルをもつ波動方程
式とSchrödinger方程式の球対称解に対する
Strichartz 型評価式に対して，評価式が成り
立つルベーグ空間の指数を，一般の場合より
も広げられるかどうかという問いに関して
成果を上げることができず，今後の課題にな
りました． 
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http://xxx.yukawa.kyoto-u.ac.jp/abs/100
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で，主に 2009 年度中に得られた研究成果を
まとめた投稿中の論文 On almost global 
existence and local well-posedness for 
some 3-D quasi-linear wave equations 
（Chengbo Wang氏と横山和義氏との共著）を
読むことが出来ます． 
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