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研究成果の概要（和文）：我々の研究成果は次の三つに大別される：１．時間的に変動する一様

電場内にある量子力学系に対する漸近完全性の問題に関して、これまでの結果のいくつかを改

良した。２．時間に関してゼロに漸近する一様電場内での逆散乱問題に関して、これまでの結

果を補間する新たな結果を得た。３．非線形分散型方程式に対する適切性と散乱理論に関して、

特に臨界の場合に新たな結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：The achievements of our research are as follows: 1. We improved 
some results obtained by several previous works on the asymptotic completeness for 
quantum systems in time-dependent homogeneous electric fields. 2. We obtained a new 
result on a certain problem of the inverse scattering for quantum systems in homogeneous 
electric fields asymptotically zero in time. 3. We obtained new results on the problems of 
the well-posedness and the scattering theory for various nonlinear dispersive equations, 
especially in critical cases. 
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研究分野：数理物理学 
科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 
キーワード：多体問題，スペクトル理論，散乱理論，漸近完全性，電磁場，時間大域的適切性 
 
１．研究開始当初の背景 

多体量子力学系に対する漸近完全性の問
題は、量子散乱理論における中心的な問題の
一つで、その解決は 1960 年代からの懸案で
ある。漸近完全性とは、系の散乱状態の時間
発展が、散乱のチャネルを表現する状態の時
間発展の重ね合わせとして漸近的に記述さ
れる、という性質で、物理学の理論的基礎を
なす。しかし、それを数学的に厳密に証明す
ることは容易ではなかった。1960 年代の 

Faddeev 氏による三体問題に対する仕事に
始まり、1980 年代前半の Enss 氏、1987 年
の Sigal、Soffer 両氏、1993 年の Dereziński 
氏による仕事に至り、ようやく一般の N 体
量子力学系に対する漸近完全性が、望ましい
クラスのポテンシャルに対して示された。 
ここまでは、外力場のない場合に限っての

話であった。一方、外力場として時間的に不
変な電磁場が存在する場合には、1990 年代
から次のような研究がなされた。以下、敬称



を略す。 
○1  一様電場のみある場合 
Adachi-Tamura（1995-1996） 
Herbst-Møller-Skibsted（1995-1996） 
○2  一様磁場のみある場合 
Gérard-Łaba（1994-1996） 
Adachi（2001-2002） 
○3  一様電場、磁場が共存する場合 
Skibsted（1997） 
○1 、○2 はそれぞれStark効果、Zeeman効果と
いう、電磁場によって原子のスペクトル構造
に及ぼされる重大な効果に関係する状況で
ある。上記の研究により、○1 の場合は望まし
い形で解決され、また○3 の場合は○2 の場合に
帰着されることが示され、○2 の場合の解決が
重要であることがわかった。○2 の場合には未
解決問題が多く存在している。 

上で考えられていた外力場は、時間的に不
変な電磁場であった。一方、この研究での焦
点は時間周期的に変動する電磁場内での多
体散乱問題にある。まず、時間周期的な変動
をする一様電場中における二体散乱問題に
対しては、主に次のような研究が挙げられる。 
○4  電場の時間平均がゼロの場合（AC Stark
効果） 
Yajima（1977；短距離型） 
Howland（1979；短距離型） 
Kitada-Yajima（1982；長距離型） 
○5  電場の時間平均がゼロでない場合 
Møller（2000；短距離型） 
Adachi（2007；長距離型） 
これらは望ましい形で解決された。ところが、
これが多体問題になると状況は一変する。 
○6  電場の時間平均がゼロの場合（AC Stark
効果） 
Korotyaev（1985；短距離型） 
Nakamura（1986；短距離型） 
○7  電場の時間平均がゼロでない場合 
Adachi（2001；短距離型） 
Adachi（2007；長距離型） 
○7 では一般のN体系が扱われ、望ましい形で
解決されたが、○6 ではFaddeev理論により三
体短距離型散乱問題のみ扱われた。ここに時
間的に不変な電磁場の場合との大きな差異
があり、N 体系を扱える理論の構築が待たれ
ている。 
 
２．研究の目的 
我々の研究目的は次の三つに大別される。 

(1) AC Stark 効果を持つ多体量子力学系に
対する散乱理論 
時間周期的に変動する電磁場の場合を扱

うための基礎理論を構築し、１．の○6 の場合
の漸近完全性の問題を解決する。 
(2) 時間周期的な電磁場を持つ非線形シュ
レーディンガー方程式に対する散乱理論 

(1)では、時間周期的な変動をする電磁場

内での多体量子力学系に対する散乱理論を
考えていたが、そこで扱った線形シュレーデ
ィンガー方程式に非線形項を加えてできる
非線形シュレーディンガー方程式を研究の
対象にし、初期値問題に対する時間大域的適
切性や 散乱理論に関する研究を行うのが目
的である。これは粒子数を相当多くしたとき
に考えられる Hartree-Fock 近似と関連があ
り、数学的にも物理学的にも意義のある解析
対象となると考えられる。 
(3) 時間的に不変な一様磁場中における多
体量子力学系に対する散乱理論 
時間的に不変な一様磁場の中にある、部分

系の全電荷がゼロであるような場合も含め
た極めて一般的な多体量子力学系を考え、そ
の系に対する漸近完全性の問題を解決する
のが目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) AC Stark 効果を持つ N 体量子力学系に
対する散乱問題は、Avron-Herbst の公式に
よって、時間周期的な相互作用ポテンシャル
を持つ N 体シュレーディンガー作用素に対
する散乱問題に帰着される。よって、後者を
解決するための理論を構築することに傾注
することになる。外力場が時間的に不変であ
る場合、伝播評価という、状態の時間発展に
沿っての、粒子の位置・運動量の関係を表す
有効な評価を導出することが鍵となり、それ
には Mourre 評価が非常に重要な役割を果た
してきた。一方、外力場が時間的に変動する
場合、対象となるハミルトニアンは時間に依
存しており、その Mourre 評価は直接的には
有効でないことが多い。そこで、主に二つの
方針が想起される。 
○1  Howland-Yajimaの方法による解析 
時間変数をも取り込んだ Floquet ハミルト

ニアンを導入し、それに対する Mourre 評価
を導出して問題を解決する。現時点で三体系
に対してさえ、未だにその Floquet ハミルト
ニアンに対する Mourre 評価の導出には成功
していない。Møller-Skibsted（2004）によ
り得られた極限吸収原理から直ちに導かれ
る Kato-smoothness に関連する伝播評価だ
けでは多体問題を扱うにはかなり不足して
いるので、新たな手法が望まれる。 
○2  物理的時間発展作用素に対する伝播評価
の導出 
より物理的に自然な発想に従い、その時間

に依存したハミルトニアンが生成するユニ
タリ時間発展作用素に対する伝播評価を、直
接導出する方法を考案し、それを用いて解析
する。Adachi（2007）により、電場の時間平
均がゼロでない場合には、その導出がなされ、
長距離型散乱問題においても漸近完全性が
成立することが示されたが、AC Stark効果の
ように電場の時間平均がゼロである場合に



もその手法が通用するかどうかはまだわか
らない。というのも、○1 で挙げたFloquetハ
ミルトニアンに対するMourre評価がここで
も重要な役割を果たしているからである。 

○1 、○2 において重要となるのは、モノドロ
ミー作用素に対するスペクトル理論である。
Møller-Skibstedのアイデアに従って理論を
発展させるのが局面を打開する方策の一つ
である。もう一つの打開策は、二体問題と多
体問題の中間に位置付けられる電荷移動モ
デル（charge transfer model）に対する散乱
理論を構築してから、標記の問題を解決する
というものである。 
(2) 時間周期的な変動をする一様電場によ
る位置エネルギーが線形項に含まれている
ような、非線形シュレーディンガー方程式を
考える。電場による位置エネルギーが、今考
えている電場の時間平均によって与えられ
るように Avron-Herbst の公式を用いて方程
式を変形すると、線形ポテンシャルには位置
に関する、時間周期的な平行移動が施される
が、非線形項は、それがゲージ不変性を持つ
場合には不変である。Avron-Herbst の公式
によって得られた方程式の利点は、電場によ
る位置エネルギーの項に時間依存性がなく
なったため、エネルギー保存則はないものの、
エネルギーの有界性が得られる可能性を有
しているところにある。そこで、この非線形
シュレーディンガー方程式を解析すること
になる。時間に依存するハミルトニアンが生
成する時間発展作用素に対する Strichartz 
評価を導出し、その評価を用いて、初期値問
題に対する時間大域的適切性と散乱理論を
研究する、というのがその方策である。 
(3) 未解決である場合の中では最も単純で
あると思われる、荷電・非荷電粒子混在系で、
荷電粒子の個数は 2以上で、荷電粒子からな
る部分系の全電荷は全てゼロでないような
ものから考えて解決の糸口を見つけ、一般の
場合まで込めて解析する方法を編み出す。数
学的には、系を支配するハミルトニアンと全
擬運動量に関する情報のみを用いて、荷電粒
子が形成する荷電部分系の内部構造を把握
する手法を開発することが最も重要になる
と考えられ、それをより単純な系から抽出し
ていくのが方策の一つである。 
 
４．研究成果 

(1) 時間周期的に変動する一様電場内での特

異ポテンシャルによる量子散乱 

 研究代表者である足立は、その学生であっ
た木村俊之氏・清水良雅氏と共同で、標記の
課題において、電場の時間平均がゼロでない
という条件下で、量子 2 体長距離散乱問題を
考え、粒子間の相互作用ポテンシャルがある 
Lp 型局所特異性を有する場合に、修正波動作
用素の存在とその漸近完全性に関する研究

を行った。これまでは短距離型ポテンシャル
の場合でさえ、ポテンシャルがある程度滑ら
かであることが必要とされていた。より具体
的に述べると、空間次元が 3 以上の場合に、
|x|-1+b（0<b<1）のような局所特異性を有す
るポテンシャルが取り扱える理論を構築す
ることに成功した。このようなポテンシャル
の特異性は、電場の時間平均がゼロである場
合には既に扱われており、それを時間平均が
ゼロでない場合に拡張したものと言える。た
だ残念ながら、|x|-1のような局所特異性を有
するクーロンポテンシャルを扱うことはで
きていない。また、空間次元が 2 以下の場合
には、局所特異性を有するポテンシャル自体
を取り扱うことができていない。これらのこ
とは電場の時間平均がゼロである場合でも
同じ状況にあり、両者の場合ともに今後の研
究課題である。以上の結果は、時間と位置の
みに関係する新たな修正因子による修正波
動作用素の導入の提唱とともに、既に学術論
文○5 において発表されている。この成果を基
に、電荷移動モデルや多体問題に対する結果
の更なる拡張を行うことも今後の研究課題
の一つである。 

(2) 時間に関して定電場に漸近する一様電場

内での量子散乱 

 研究代表者である足立は、その学生である
石田敦英氏と共同で、ゼロでない定電場に時
間的に漸近する電場内での量子 2体長距離散
乱問題を考え、修正波動作用素の存在と漸近
完全性に関する研究を行った。先行研究とし
てはYokoyama（1999）によるものがあるが、
短距離型ポテンシャルに対する研究のみな
されていた。Avron-Herbstの公式によって、
定電場内での時間依存ポテンシャルによる
散乱問題に帰着させたとき、時間発展に沿っ
てのエネルギーの有界性が一般に得られる
条件は、定電場への漸近オーダーがt-m（m>2）
であることを明確にして解析を進めたこと
も既存の結果の改良に繋がった。この結果は
学術論文○2 において発表されている。 
(3) 時間に関してゼロに漸近する一様電場
内での量子逆散乱 
研究代表者である足立は、その学生である

鎌田達也氏・数野真行氏・虎谷啓佑氏と共同
で、電場がゼロに時間的に漸近しているとき、
その漸近オーダーがt-n（0<n<1）であるとい
う条件下で、散乱作用素からポテンシャルの
短距離型部分が一意的に定まるという一意
性の問題の研究を行った。このような電場内
では、電場のないときには長距離型としか考
えられないポテンシャル（例えばクーロンポ
テンシャル）も短距離型と見做せるので、散
乱作用素から定まるポテンシャルのクラス
は、電場がゼロであるときよりも広がってい
る。これまでの研究では、ゼロでない定電場
（Weder（1996）、Nicoleau（2003）、



Adachi-Maehara（2007））、時間周期的で
その時間平均がゼロでない電場（Nicoleau
（2005）、藤原（2010））、ゼロでない定電
場に時間的に漸近する電場（豊田（2010））
などが扱われていた。我々の研究での重要な
要請は、区間[0,t]における電場の積分がある
方向にt1-nのオーダーで増大するということ
で、この観点から見直すと、これまでの研究
ではn=0 の場合を扱っていたことになる。ま
た、電場がゼロ以上の結果については、例え
ばEnss-Weder（1995）によるものがあるが、
それは形式的にはn=1の場合と見做すことが
でき、我々の結果はパラメータnによって、
n=0 に対する結果とn=1 に対する結果を補間
しているものと考えることができる。証明は
基本的にはEnss-Wederの方法に基づいてお
り、Adachi-MaeharaにおいてWederの議論
を改良してできたトリックも取り入れてい
る。この結果は学術論文○1 において発表され
ている。 
(4) 非線形分散型方程式に対する適切性と
散乱理論 
 研究分担者である高岡は標記の課題にお
いて、学術論文○8 では空間 3 次元の場合にエ
ネルギー臨界冪である 5次の非線形項を持つ
非線形シュレーディンガー方程式を考え、
Colliander、Keel、Staffilani、 Taoらと共
に時間大域的適切性を示し、更にその時間大
域解の漸近挙動を調べた。学術論文○9 では空
間 2 次元で 3 次の非線形項を持つものについ
ても研究し、また学術論文○7 では双線形
Strichartz 評価に関連して時間大域的適切
性を論じ、学術論文○4 では高周波領域へのエ
ネルギー遷移について論じている。非線形シ
ュレーディンガー方程式の他にも非線形分
散型方程式を取り扱い、学術論文○6 では
Benjamin-Ono方程式のソリトン解の、エネ
ルギー空間における軌道安定性を論じ、学術
論文○3 では周期境界条件を持つ修正KdV方
程式の、低正則性における時間局所的適切性
を論じた。 
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