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研究成果の概要（和文）： 

非ユークリッド空間上の量子力学に関しては、１次元空間に接合を入れる事で接合に特異点

が集中した空間を設定し、その空間上を運動する電子などの自由粒子を非相対論的に考察した。

この空間上の電子のハミルト二アンの自己共役拡張と境界条件との関係を調べ、境界条件に位

相因子が現れるような自己共役拡張となるための十分条件を発見した。場の量子論に関した特

異性に関しては、１モード・レーザーと相互作用する２準位原子を扱った。量子相転移の一つ

として基底状態相転移を起こす結合の強さに関する特異性を調べ、エネルギー・レベル交差に

より基底状態相転移を特徴付けを行った。 

 
研究成果の概要（英文）： 

For the study of quantum physics on the non-Euclidean space, we configured the 1-dim  

space with a junction, where we supposed many singularities concentrate on the junction.  

We handled an electron moving in the space with non-relativistic theory. For the electron  

we investigated the relation of some self-adjoint extensions and corresponding boundary  

conditions.  We found a sufficient condition in order that the boundary condition has a  

phase factor.  As for the property of singularity in quantum field theory, we handled the  

physical system of a 2-level atom coupled with a 1-mode laser. We study the singularity of  

the coupling strength which causes the ground state phase transition as one of quantum  

phase transition. We characterized it with the energy level crossing.  
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１． 研究開始当初の背景 

 

(1) 非ユークリッド空間上の量子論の数学と 

しての研究は、幾何学的意味のみならず、
解析学的にも意味があり、グラフ上のシ
ュレディンガー作用素のスペクトル理論
等、色々な研究が行われていた。また、
この分野の先駆的な研究として、空間に
点のようにルベーグ測度がゼロの穴（特
異点のみの穴）が空いている場合に, デ
ルタ型相互作用を持つシュレディンガー
作用素の自己共役拡張とそのスペクトル、
また、シュレディンガー粒子の位置作用
素と運動量作用素の正準交換関係やシュ
レディンガー表現などが多くの数学者に
より研究されていた。しかしながら、ル
ベーグ測度がゼロでない穴が空いている
場合の研究はあまり多くなく、この研究
が、穴に接合として実際の物質をあてが
う上でも必要になっていたことが本研究
課題の一方のテーマの背景であった。 

 

(2) 場の量子論に現れる数学的模型の中で特 

異性を示す問題に、光のエネルギーの低
い所で生じる赤外正則か赤外特異に応じ
て、考えている物理系の基底状態が存在
する場合と存在しない場合に分かれる現
象が数学、特に、作用素解析学で解析で
きるようになって来ていた。このような
場の量子論における特異性を示す現象を
数学的特徴付けを行い解析することが重
要になっていたことが本研究課題のもう
一方のテーマの背景にもなっていた。 

 

 

２． 研究の目的 

 

(1) ○1  非ユークリッド空間上の量子力学に
関しては、ルベーグ測度がゼロでない穴
を持つ空間上のシュレディンガー作用素
を解析することが目的である。この具体
的な目的は、以下の○2 から○4 のようなも
のである： 
○2  ○1 の空間上を運動するシュレディン
ガー粒子のハミルト二アンの自己共役拡
張を求める。 
○3  ○2 で求めた自己共役拡張の定義域を
波動関数の境界条件の言葉で記述する。 
○4  ○3 により表現し直した定義域の境界
条件の中に、境界を形成する穴から来る
物理的特性を研究する。 

 

(2) 当初、非相対論的量子電磁気学に見られ
る場の量子論に潜む数学的問題として、
赤外正則か赤外特異により基底状態の存
在と非存在の問題をカールマン作用素を
用いて特徴付けるのが目的であったが、
申請が採択された段階で、この数学的問
題の研究が他の手法を用いかなり解明が
進む一方で、赤外領域の光子と相互作用
した２準位原子の結合の強さに関する特
異性を示す量子相転移、特に、基底状態
相転移の問題が、非相対論的量子電磁気
学にも見られる事に気が付き、また、そ
のような結合の強さの領域(弱結合領域、
強結合領域、そして特に、超強結合領域)

が最近の物理学実験で実現できるように
なり、この特異性の問題が重要になって
いた事を受け、本申請の『特異性』の方
向を量子相転移のそれに向ける事にした。 

○1  対象とする物理を共振器内の１モー
ド・レーザーを相互作用する２準位原子
の系に設定し、量子相転移、特に基底状
態相転移を解析する事が目的で、このよ
り具体的目的は以下の○2 から○4 のような
ものである： 

○2  基底状態相転移を示す現象として、エ
ネルギー・レベル交差による基底状態の
入れ替わりに注目する。 

○3  エネルギー・レベル交差と結合の強さ
の関係を調べる。 

○4  ○2 で明らかにしたエネルギー・レベル
交差に基づく基底状態相転移から、どの
ような他の物理的・数学的な変化が見え
るかを調べる。 

 

 

３． 研究の方法 

 

(1) 非ユークリッド空間上の量子力学： 

○1  量子細線を意識し、１次元ユークリッ
ド空間から接合に相当する線分を取り除
いてできる１次元非ユークリッド空間を
電子の運動する空間と設定した。数学と
しては、取りあえず接合の部分はブラッ
クボックスとし、物理実験への応用を考
える段階になったら、接合部分に対して
数学的な空間設定を行う。 

○2  ○1 の数理モデルに対して、○1 の空間上
を運動するシュレディンガー粒子のハミ
ルト二アンをコンパクト・サポートを持
つ無限回連続微分可能な関数のクラスを
波動関数としての定義域とし、そこから
の自己共役拡張を不足指数の一般論を用



いてその定義域を与える。 
○3  ○2 で求めた自己共役拡張の定義域を
波動関数の境界条件の言葉で記述する訳
だが、このとき、シュレディンガー粒子
の波動関数が接合をトンネルせずにそれ
ぞれの半直線のみで運動する場合と、波
動関数が接合をトンネルする場合の２パ
ターンに分け注目する事で境界条件を特
徴付ける。 
○4  ○3 のシュレディンガー粒子の波動関
数が接合をトンネルせずにそれぞれの半
直線のみで運動する場合の境界条件では、
その境界条件に位相因子が現れない事が、
抜く線分を抜く点に変えたときの過去の
研究結果から予想されるので、それを証
明する。 
○5  ○3 のシュレディンガー粒子の波動関
数が接合をトンネルする場合の境界条件
の中に、位相因子が現れるための十分条
件を探す。また、その位相因子の数学的
特徴付けを行う。 
○6  ○5 の結果において、抜いた線分を抜く
点にする極限で、過去に研究された点を
抜いた場合とどのような対応があるかを
調べる。 

 
(2) 非相対論的量子電磁気学に見られる基底

状態相転移：  

○1  この分野の物理学実験の事実により、 

弱結合領域及び強結合領域においてはジ
ェインズ-カミング・モデル、超強結合領
域においてはラビ・モデルが有効ハミル
ト二アンを与える事が知られているので、
数学的対象とするハミルト二アンをこの
２つに絞る。 

○2  ジェインズ-カミング・モデルにおけ
るエネルギー・レベル交差を結合の強さ
で特徴付け、交差を数学的に把握する。 

○3  ○2 で明らかにしたエネルギー・レベル
交差に基づく基底状態相転移から、「基底
状態が纏う光子の個数の変化」、「分離可
能状態からエンタングル状態への遷移」
などが予想されるが、その変化が起こる
かを調べ、起こる場合はそれを証明する。 

○4  強結合領域から超強結合領域へ結合
の強さが移るとき、ジェインズ-カミン
グ・モデルからラビ・モデルへ移る事を
示す実験データが得られているが、これ
を量子相転移の概念を使い説明する。 

 

 

４． 研究成果 
 

(1) 非ユークリッド空間上の量子力学： 

『3. 研究の方法(1)』で記述した、１次元
空間に接合を入れる事で接合に特異点が

集中したという想定で１次元空間を非ユ
ークリッド化し、その空間上を運動する
シュレディンガー粒子を考察した。シュ
レディンガー粒子の波動関数が接合をト
ンネルせずにそれぞれの半直線のみで運
動する場合には、波動関数の境界条件に
は位相因子が出現しない事を証明した。
また逆に、波動関数が接合をトンネルす
る場合には、境界条件の中に位相因子が
現れる事がある事を証明し、そのための
十分条件を特徴付けた。さらに、抜いた
線分を抜く点への極限を取ると、前者の
境界条件はアルべべリオらの教科書にあ
るスタンダードなよく知られた境界条件
に対応するが、後者の場合は、学術雑誌
に未発表のエクスナー-グロッセの結果
に対応する事が示され、彼らの結果に意
味を与える結果にもなった。 

 以上の結果は、『雑誌論文○1 』にあるよ
うに、IOP が出版している物理の雑誌の
アハラノフ・ボーム効果発見５０周年＆
ベリー位相発見２５周年を記念する号に
投稿し採択され発表することができた。 

 

(2) 非相対論的量子電磁気学に見られる基底
状態相転移： 

『3. 研究の方法(2)』で記述したように、
ジェインズ-カミング・モデルにおけるエ
ネルギー・レベル交差を結合の強さで特
徴付け、交差を数学的に把握し、基底状
態が遷移を繰り返す事で作られて行く様
子を数学として示した。この遷移過程が
明らかになることで、基底状態が纏う光
子の個数が把握でき、さらに分離可能状
態からエンタングル状態への遷移する様
子も分かった。 

 以上の結果は、『雑誌論文○2 , ○3 』に掲
載され、さらに、『学会発表○1 --○4 』によ
り発表した。 

 今後の展開として、『研究の方法(2)○4 』
に関しては、回路量子電磁気学に見られ
る実験結果を基に、強結合領域と超強結
合領域の間の特異性に注目し、前者から
後者へ移る過程で、ハミルト二アンの持
つカイラル性がいかに重要でどのような
役割を基底状態で演じるかを明らかにす
る。本研究課題遂行中に、ある程度の結
果を得ており、次の研究課題でさらに発
展させる。 
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