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研究成果の概要（和文）：種数 1 の開リーマン面を同種数の閉リーマン面（トーラス）の中に
等角写像するとき，像の補集合の面積とトーラス全体の面積との比の（トーラスをとめる度の）
最大値は，細管内を流れる粘性流体の速度ベクトルを表すことを示した．さらに，種数 0 の場
合にも粘性流体の速度ベクトルを与える関数を得た．これらの流体の粘性係数 --- いずれの場
合にも定数ではない --- を具体的に求め，古典的なポアズイユ流の興味深い一般化を与えるこ
とを示した． 
 
研究成果の概要（英文）：Along the study of conformal embedding of an open Riemann surface 
into a closed surface of the same genus we encountered with interesting fuctions on a closed 
disk. The functions are written in terms ofthe euclidean and hyperbolic (resp.spherical) 
metrics, in case of genus one (resp. zero). .In the present research project we studied these 
functions from the hydrodymanic viewpoint and showed that they represent  Poiseuille 
flows. We also gave the viscosity in closed forms. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題の計画立案と遂行に先立って，代
表者は専らリーマン面の接続（等角的埋め込
み）を研究していた．特に，種数が 0 や 1 で
ある 1 つのリーマン面（単葉型リーマン面あ
るいは開トーラス）から同じ種数の別のリー
マン面の中への等角的埋め込みの全体は完
全流体の力学の言葉を用いて簡潔に説明さ

れ，さらに，埋め込みに際して登場する補集
合の面積に関わる幾つかの関数は粘性流体
の流れとしてよく知られたポアズイユ流に
類似の性質をもつことに気づいていた．これ
らを準備として，ポアズイユ流を複素解析学
の立場から考察し，翻ってリーマン面論への
貢献の可能性も探りたいというのが当初の
企図であった． 
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２．研究の目的 
前項の準備を踏まえて，ポアズイユ流を複
素解析学の立場から --- 特に双曲的あるい
は球面的距離を基にして --- 考察し，翻って
リーマン面論への貢献の可能性も探りたい
というのが研究目的であった． 
もう少し具体的に述べよう．単連結平面領
域に対するリーマンの写像定理に始まる等
角写像論は，種数 0 のリーマン面（単葉型リ
ーマン面）へと拡張され，水平截線領域や垂
直截線領域などさまざまな形の標準領域や
それらの関係を述べたグルンスキーやシッ
ファーの面積定理やスパンなど多くの成果
に至ったことは良く知られたとおりである． 
種数が 1のリーマン面に対する同様の問題は， 
等角的に埋め込まれた像を考えるべき閉リ
ーマン面（トーラス）の複素解析的多様性に
より，等角埋め込み像が常にリーマン球面と
いう単一のリーマン面で考えられてきた種
数 0 の場合と本質的に異なる様相を呈する．
すなわち，等角埋め込み像とトーラスは並行
して考える問題が生じる．代表者はこの問題
を解決して，埋め込まれた面の中で像に含ま
れない部分（直感的に言えば最初の開イーマ
ン面に付加された部分）の面積が種数 0 のと
きと同様の性質を持つことを示した．特に重
要なのは，１つの埋め込み先に対して考えら
れる付加面積の最大値である．それはトーラ
スを変数とする関数とも考えられるが，それ
が細い管の中を流れる粘性流体の速度ポテ
ンシャルに似た形を持つことにも気づいた． 
さらに，種数 1 の場合に，付加部分の面積が
全面積に対して占める割合の最大値 --- こ
こでは仮に面積比関数と呼ぼう --- もまた
興味深い関数であることを示し，双曲的幾何
学の言葉で書けば美しい形で記述されるこ
とも示した． 
これにヒントを得て種数 0の場合にも類似の
性質を持つ関数を構成した． 
ともに，ユークリッド距離と双曲距離や球面
距離などの非ユークリッド距離との 
比として記述されることも知った． 
この研究課題ではこれらの考察や結果を受
けて，単葉型のあるいは種数が 1 の場合につ
いて得られた面積に関わる関数が流体力学
的に興味ある性質を持つのではないかと予
想し，その証明を目論み，対応する粘性流体
の性質（粘性係数）を詳しく調べようとした． 
 
３．研究の方法 
 まず，粘性係数が一定であるという前提を
はずしてナヴィエ・ストークスの方程式を表
示し，この非線形方程式をこれまでのリーマ
ン面の研究で既に得ていた関数が満たすと
して，粘性係数を未知関数とする新しい偏微
分方程式を解く．この偏微分方程式は，双曲

的距離の場合にも球面距離の場合にも，いわ
ゆる特性曲線の方法を用いてこの方程式は
解けて，粘性係数を具体的に求める． 
 
４．研究成果 
研究の背景で述べたように，代表者は，種数
が 1の開リーマン面を同じ種数の閉リーマン
面（トーラス）の中に等角的に埋め込むとき， 
自然に生じる補集合の面積がトーラス全体
のなかで占める「割合」をトーラス毎に上限
をとった関数（前項で面積比関数と呼んだも
の）が双曲的幾何学の言葉で書けば回転放物
曲面を描くことを踏まえ，本研究課題におい
ては，種数 1 の場合の面積比関数が --- 種
数 0, 1 の場合の面積関数がそのままの形で
ポアズイユ流を表すことに応じて --- 粘性
流体力学的な性質をもつことを確かめ，古典
的なポアズイユ流のように粘性が一定では
ないが，非定数粘性係数をもつ流れの速度ベ
クトルポテンシャルに対応することを示し
た．粘性係数を具体的に求めた．さらに，種
数 0の場合には，面積比ではないがユークリ
ッド距離と球面距離との比である関数を考
察し，やはり非定数粘性係数をもつ流体の流
れを記述することを示し，粘性係数を具体的
に求めた． 
 面積を表す関数のうちで， 
種数が 1の場合に登場し双曲的距離によって
記述される関数については，ほぼ所期の目的
を達した．すなわち，この関数がある粘性流
体のポアズイユ流の速度ポテンシャルであ
ることを示した．またその粘性係数を具体的
に求め，非定数であることを見た．非ユーク
リッド的に得られた関数が実はユークリッ
ド的にも興味ある性質を持つことも分かっ
た．この事実は当初期待していたもの以上の
成果であった．これらは古典的なポアズイユ
流の興味深い一般化を与える．ただし，実在
粘性流体との対応についてはまだ十分に解
明されていない．もう 1つの非ユークリッド
的な関数，すなわち球面距離によって記述さ
れた速度ポテンシャルについても上と同様
に進められることが分かった．このように 2
つの非ユークリッド距離に対して個別に考
察した速度ポテンシャルの相互の関係，対応
する粘性流体の互いの関係など，あらたな研
究課題も生まれた．リーマン面論との関係あ
るいは等角写像論への応用についてはまだ
問題が残されているし，より非ユークリッド
幾何学的な考察をする問題もある．これらの，
本研究課題の遂行過程から生まれた興味深
い研究課題については今後の展開に強く期
待するところである． 
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