
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 

 

平成 24 年 6 月 22 日現在 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：非線形偏微分方程式に対するポテンシャル論的研究を行い，方程式に
対する優調和関数の性質について成果を得た．さらに，非線形偏微分方程式の連続解に対する
除去可能集合の特徴づけを行った．また，変動関数指数をもつ関数空間に属する関数に対する
ソボレフ型不等式に関する研究，優多重調和関数・優重調和関数に関する研究，変動指数をも
つ関数空間に属する単調関数の境界挙動に関する研究を行い，成果を得た． 
研究成果の概要（英文）：We studied nonlinear potential theory for quasilinear partial 
differential equations with lower order terms. We investigated properties of superharmonic  
functions relative to the equation. Moreover, we characterized removable sets for 
continuous solutions of the equation. Also, we investigated Sobolev's inequality for 
functions in function spaces of variable exponent, super-polyharmonic functions and 
superbiharmonic functions，and boundary behavior of monotone functions in function 
spaces with variable exponent. 
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１．研究開始当初の背景 
 非線形偏微分方程式，特に，p- Laplace 方
程式に低階項を加えたタイプの非線形偏微
分方程式に対するポテンシャル論的研究が
十分進んでいなかった．また，変動関数指数
をもつ関数空間の研究も歴史が浅くさらな
る発展が期待されていた． 
２．研究の目的 
非線形偏微分方程式，関連する方程式に対

するポテンシャル論的研究の発展させる．T

特に，対応する優調和関数の性質，除去可能
集合について調べる．変動関数指数をもつ関
数空間の研究を進める．  

 
３．研究の方法 

ポテンシャル論関係者が参加する広島大
学のポテンシャル論セミナーに参加し，情報
収集と意見交換を図るとともに，随時研究成
果を報告しセミナー参加者等と討議する．ま
た，研究集会やセミナーに参加し，関連する
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研究をしている人々とも交流をもち，情報収
集，意見交換を図り，研究対象への理解を深
める． 

 
４．研究成果 

p- Laplace 方程式（1＜ｐ＜∞）に低階
項を加えたタイプの非線形偏微分方程式 
－div(|grad u(x)|^{p-2} \grad u(x))+ 
B(x,u) = 0 ・・・①  
に対するポテンシャル論的研究を行った．特
に，方程式①に対する優調和関数の性質，及
び，右辺にラドン測度μを含む非線形偏微分
方程式 
－div(|grad u(x)|^{p-2} \grad u(x))+ 
B(x,u)= μ ・・・ ②  
の解と優調和関数との関係について調べた．
また，方程式②において，μがある増大条件
を満たすとき，方程式②の解の Holder 連続
指数が具体的に決定できることを示し，その
応用として，方程式①の Holder 連続解に対
する除去可能集合がハウスドロフ測度で特
徴づけられることを示した． これは，
Kilpelainen と Zhong(2002)によって示された低
階項が無い場合の拡張にあたる．さらに，方程
式②の解の勾配の可積分性も示した．加えて，
重み w(x)付き非線形偏微分方程式  
－div(w(x)|grad u(x)|^{p-2} \grad u(x))+ 
B(x,u)= 0  
の Holder 連続解に対する除去可能集合につ
いても重み付きハウスドロフ測度で特徴づ
けられ，低階項が無い重み w(x)付きの場合を
扱った Makalainen(2008)の結果も拡張でき
ることを報告した． 

変動指数をもつ Morrey 空間において、
Hedberg の方法を用いることにより、ソボレ
フの不等式、Trudinger 指数積分不等式と二

重指数積分不等式に関する成果を得た。変動
指数をもつMorrey空間に属する関数のリー
スポテンシャルの連続性についても結果を
得た。これらの研究から、ソボレフ空間だ
けでなく、Morrey 空間の解析の重要性を再
認識できた。Morrey ポテンシャルの
Trudinger 指数積分不等式を示した Serrin
の結果の拡張として、一般化された 
Morrey空間 L1,φに属する関数のリースポテン
シャルに対する Trudinger型指数積分不等式
やソボレフの不等式に関する結果を示した。
Orlicz 空間を一般化した空間である
Musielak-Orlicz 空間に属する関数のポテン
シャルに対する容量についての基本的な性
質を調べた。球に対する容量の評価を与え、
その評価の応用も与えた。 
関数の意味でラプラス作用素 を 回

繰り返して非負となるｍ次の優多重調和関
数(super-polyharmonic function of order m)
の孤立特異点や境界付近での表現定理に関
する研究を行った．優多重調和関数は，リー

ス分解定理により，局所的にリースポテンシ
ャルと多重調和関数の和として表すことが
できることを利用して，球面積分平均に関す
るPoisson-Jensenの公式を与えた．さらに，
この Poisson-Jensen の公式を利用し，球面
積分平均の評価からリース測度の評価を導
くことにより，R. Supper(2009)による劣調
和関数の正規族に関する Montel 型定理を優
多重調和関数へ拡張し，球面積分平均がある
種の一様な増大度をもつ優多重調和関数列
が容量零の集合を除いて収束する部分列を
もつことを示した．また，単位球上の優重調
和関数の球面積分平均の境界付近での増大
度を与えたとき，優重調和関数が一般化した
ポテンシャルと重調和関数の和で分解でき
ることを示した． 
最大値・最小値原理を満たす単調関数の弱微
分がルベーグの

pL 関数であるとき、p>n-1 で
あれば、調和関数が満たす平均値不等式と同
様な不等式が成り立つ。この不等式を利用し
て、ある種の一様に連続な変動指数をもつソ
ボレフ空間に属する単調関数の境界挙動に
関するリンデレーフ型定理を与えた。 
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