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研究成果の概要（和文）：Ding-Iohara 代数の表現論を研究し、それが A 型のマクドナルド多

項式と深く関係していることを示した。Ding-Iohara 代数（ないし、変形ビラソロ/変形 W 代

数）の加群の間の準同型写像のある行列要素が多変数超幾何級数の形に書けて、それがマクド

ナルド作用素の固有関数となることを見いだした。その級数は座標変数と運動量変数の間の双

対性を持つ。D 型と C 型のマクドナルド多項式についても、分割が一行の場合について、変形

W 代数の構造を用いて多変数超幾何級数の表示を構成した。 
 
研究成果の概要（英文）：I studied the representation theory of the Ding-Iohara algebra, 
clarifying a deep connection with the Macdonald polynomials. It was found that certain 
matrix elements of the homomorphisms of Ding-Iohara (or deformed Virasoro/W) algebra 
can be written as multivariable hypergeometric series, and are eigenfunctions of the 
Macdoanld difference operator. The series have a duality between the coordinate variables 
and momentum ones. For the Macdonald polynomials of type D and C, with one row 
partitions, similar hypergeometric series expressions are obtained by using the deformed 
W algebras. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究の開始に当たって特に重要であった
こと４点を箇条書きする。 
（１）私は、バクスターの８頂点模型の相関
関数を研究して、それがマクドナルド作用素
数に関するある種の（準）固有関数として特
徴付けられることを発見した。それは非常に

非自明であり、興味深いことであった。より
具体的に述べると、ある種の変形ビラソロ/
変形 W 代数の加群の準同型写像の行列要素
が、多変数超幾何級数の形に表現できること、
及び、その超幾何級数がマクドナルド差分作
用素の固有関数であること、の２つが同時に
成立しているのである。しかも、このような



現象が、ワイル群の型に依らず成立している、
という観察もあった。そこで、私は一旦特定
の格子模型の相関関数の研究から離れて、私
が得たそのような数学的現象の徹底的な究
明を当面の目標とした。 
（２）私は以前にマクドナルド差分作用素の
成す可換環をフォック空間の上に頂点作用
素の第零フーリエ成分として構成できるこ
とを見いだしていた。また、同様の可換環を
変形ビラソロ/W 代数の加群の上に構成する
ことは、KdV/KP 方程式の量子化/差分化と密
接に関連している。このような可換環の双対
概念がフェイギン•オデスキー代数であるこ
とは、いろいろな事情から明らかであった。
このことから、私は上述の可換環の系列が特
殊な表現の系列として与えられるようなホ
ップ代数（量子群）を特定することが重要で
あると判断した。別の角度から見ると、変形
ビラソロ/変形 W 代数には余積の構造が入る
かどうか知られていなかった。仮に、何らか
の方法で変形ビラソロ/変形 W 代数テンソル
積表現を構成する方法が存在したとすれば、
それはこれまでの困難を取り除くために非
常に重要な働きをするものと考えられた。 
（３）私は、第（１）の項目に述べた超幾何
級数が，座標変数と運動量変数の間の入れ替
えについて全く不変であるという双対性を
持つことを期待した。これは、マクドナルド
多項式の持つ双対性を反映するものであり、
その背後には非常に大きな対称性が存在し
ているはずである。しかも、そのような対称
性は第（２）の項目に述べた量子群に内在さ
れた対称性であるはずで、それを記述するこ
とがマクドナルド多項式のより深い理解に
通じると判断した。量子群でそのような大き
な対称性を持つものは、量子トロイダル代数
と呼ばれるものが知られていた。しかし、マ
クドナルド多項式との関係をクリアに理解
するという状況ではなかったと思われる。ま
た、共形場の理論に内在されている SL(2,Z)
の対称性と、ここに述べている対称性の関連
全く不明であり何らかのはっきりした方針
を確立することが強く望まれた。 
（４）楕円関数を係数に持つような量子群な
いし可積分系の研究は色々な困難があり、な
かなか進まない部分が多かった。例えば、マ
クドナルド多項式の楕円アナログとは何か、
ルイセナース作用素の固有値問題をどのよ
うな空間の上に設定するか、など未解決の問
題が多数存在する。状況をより良く理解する
ための一つの方針として、古典極限を調べる
ことが重要であると考えた。そのような系は、
ILW(Intermediate Long Wave)と呼ばれる
微分積分方程式の差分アナログである、とい
う観察から出発して、より大きな可積分系か
らのリダクションの方法、テータ関数による
解の具体的構成法などの研究を行うことに

した。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的を上述の研究開始当初の背景
に記した各項目と関連させながら述べる。 
（１）ある種の多変数超幾何級数の構造を研
究すること。より具体的には、そのような級
数を構成すること、その級数に対する一連の
変換公式と和公式を究明すること。そして、
マクドナルド多項式のタブロー型明示公式
及び双対性を多変数超幾何級数の立場から
理解すること。そのような多変数超幾何級数
を量子群の加群の準同型写像の行列要素と
して導くこと、ないしその逆問題、即ち、そ
のような多変数超幾何級数が加群の準同型
写像の行列要素を与えるようなホップ代数
を見いだすこと。 
（２）ある表現の上でマクドナルド差分作用
素の成す可換環を与えるような可換部分環
を持つホップ代数を構成すること。そして、
そのホップ代数の構造を研究すること。そし
て、新しい表現を構成すること。変形ビラソ
ロ/W 代数との関係を明らかにすること。 
（３）超幾何級数の変換公式が示唆するホッ
プ代数の対称性を明らかにすること、即ち、
SL(2,Z)の作用の研究。 
（４）差分 ILW 方程式の研究。ポアソン構
造と広田方程式。広田方程式の特殊解の研究。
特殊解に付随した運動の積分の値と、マクド
ナルド作用素の固有値の比較、及び、その楕
円化における構造の追求。 
 
３．研究の方法 
本研究の方法について項目ごとに説明する。 
（１）マクドナルド差分作用素の固有関数と
なるような多変数の無限級数を、数式処理プ
ログラムを援用しながら求める。無限級数の
各係数に関する線形な漸化式を下から求め
るのであるが、多次元的に配列された変数の
間の漸化式を求めるための一般的な公式は
もちろんない。しかし私は、A型の場合に、
各係数が他者との関係によって規則的に変
化しながらより高次の係数を決定している
こと、そそのようないくつかの規則が全ての
係数を決定することを知っている。B,C,D 型、
楕円の場合等他場合に対してこのような規
則がないかどうか調べる。 
もう一つの方法として、変形 W代数の合成規
則を用いる。私は、A型の変形 W代数の生成
元を多数掛けて適当に特殊化すると、自動的
にマクドナルド多項式が生成されることを
知っている。これと同じことを B,C,D 型の変
形 W代数を用いて試みると、確かにマクドナ
ルド多項式が生成される場合があることを
実験的に確認できる。そこで得られた明示式
が確かにマクドナルド多項式となっている
ことを、超幾何級数の変換公式と和公式を用



いて証明する。 
（２）ある種のフェイギン•オデスキー代数
の構造を決定する。即ち、結合法則、積の可
換性、生成元、そのヒルベルト多項式、など
を研究する。そのフェイギン•オデスキー代
数を用いて可換部分環が構成されるような
ホップ代数を、所謂ドリンフェルト基底を用
いて構成する。そのホップ代数の構造と（テ
ンソル積）表現の研究を行う。 
（３）マクドナルド多項式に付随した多変数
超幾何級数は、座標変数と運動量変数の入れ
替えに関する双対性を持つことを、超幾何級
数の変換公式と和公式を用いて直接証明す
る。若しくは、座標変数と運動量変数双方の
差分方程式系を考察して、双方の同時固有関
数の存在と一意性を証明し、作用素が入れ替
え不変であるというあからさまな理由によ
り、その同時固有関数も対称性をもつことを
示す。 
ドリンフェルト基底で生成されたホップ代
数がそのような双対性を持つことは全く自
明ではない。具体的に（準）同型写像を構成
する必要がある。 
（４）ホップ代数から適当な可換極限をとっ
てある種のポアソン代数を導く。それが差分
ILW 方程式を導くことを示す。その差分 ILW
方程式に対する広田方程式を導き、その特殊
会を構成する。カソラチ行列式によるτ関数
の表示を調べ、その解に付随する運動の積分
の値を求める。また、テータ関数を用いて特
殊解が構成できるために必要なリーマン面
の性質を調べる。 
 
 
４．研究成果 
本研究の成果について述べる。 
（１）小森氏、野海氏との共同研究で、ルイ
セナース型（楕円型、及び、BC 型）の差分作
用素数に付随した核関数関係式を研究し、そ
れを明示公式に関する幾つかの問題に応用
した。野海氏との共同研究で、座標変数、及
び、運動量変数双方のマクドナルド差分作用
素の同時固有関数となるような多変数超幾
何級数を構成した（A型）。その証明には、マ
クドナルド多項式のタブロー和公式、マクド
ナルド差分作用素の核関数関係式を用いる。
星野氏、柴原氏との共同研究で、A 型以外、
(D型,C型,BC型,楕円型等)について同様の構
造を模索し、D型,C 型の場合のある特殊な系
列（分割が一行の場合）に、タブロー和型の
明示公式が得られた。 
（２）フェイギン氏、橋爪氏、星野氏、柳田
氏との共同研究で、リーマン球面上のフェイ
ギン•オデスキー代数の構造を調べ、それが
単位的結合代数を成し、さらに可換代数とな
ることを示した。その可換環とマクドナルド
差分作用素の成す可換環との同型を構成し

た。このフェイギン•オデスキー代数に付随
したディン•庵原代数を導入し、その表現論
を調べた。フェイギン•オデスキー代数を用
いて、ディン•庵原代数の可換部分環の具体
的な構成を行った。小島氏との共同研究で、
変形ビラソロ/変形 W 代数に付随した運動の
積分のフェイギン•オデスキー代数を用いた
構成を研究した。 
（３）ディン•庵原代数には自然に SL(2,Z)
が作用する。代数の元に対する SL(2,Z)の作
用を尊重するようにフォック空間の上の表
現論とそのテンソル積表現を調べることが
重要となる。その準同型写像（のある成分）
は共形場の理論でのプライマリー場になる
ことが期待される。ディン•庵原代数のプラ
イマリー場の定義式を見いだし、その行列要
素に関する（AGT 現象に類似した）予想を見
いだした（粟田氏、フェイギン氏、金井氏 m
星野氏、柳田氏との共同研究）。 
（４）土谷氏との共同研究で、ディン•庵原
代数の可換極限に自然に誘導されるポアソ
ン代数の構造を調べ、それが ILW 方程式の差
分アナログを導くことを示した。二次元戸田
階層のリダクションとしてこの可積分方程
式系を特徴付けた。ポアソン構造と広田方程
式の対応を調べ、低い次数の方程式に、運動
の積分がどのように含まれているかを具体
的に計算した。それらを用いて、カソラチ行
列式解を得た。また、この特殊解上での運動
の積分の値を具体的に計算し、それをマクド
ナルド差分作用素の固有値の構造と比較し、
両者がほぼ同じ関数で書けていることを示
した。 
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