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研究成果の概要（和文）：記号力学系の軌道同型と関連する C*環の研究を主として行い、結果を後述の

３編の論文にまとめた。特に、位相的マルコフシフトの連続軌道同型類とカルタン部分環を保存する

Cuntz-Krieger 環の同型類がきちんと対応することがわかった。また、記号力学系のＣ＊－環への表現で

あるＣ＊－記号力学系という新しい概念について、構成されるＣ＊－環の単純性や、様々な例を調べた。 

ソフィックでない具体的な記号力学系からできるＣ＊－環のＫ－群の計算も行った。また、温度が必ずし

も実数値をとらない複素数に値をとる KMS 条件をＣ＊記号力学系に対して研究を開始した。 
 
研究成果の概要（英文）：I have studied mainly orbit equivalence of symbolic dynamical 
systems and related C*-algebras. The results have been published in three papers . 
Especially, it has been proved that the continuous orbit equivalence classes of one-sided 
topological Markov shifts exactly correspond to the isomorphism classes of the associated 
Cuntz-Krieger algebras keeping their Cartan subalgebras. I also studied simplicity 
condition and several examples of C*-algebras defined by C*-symbolic dynamical systems. 
K-theory groups for C*-algebras associated with concrete non sofic subshifts have been 
studied. I have began to study KMS condition for C*-symbolic dynamical systems for which 
inverse temperatures are not necessarily real numbers.      
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１． 研究開始当初の背景 
（１）記号力学系（サブシフトとも呼ばれる）
とは、有限個の文字（アルファベット）を固
定し、その文字からなる両側もしくは片側無
限列全体の作るコンパクト、ハウスドルフ空
間を考え、その位相空間の上のシフト（番号
１つずらし）で不変な、閉部分空間に対して、

その閉部分空間とシフトからなる位相力学
系をいう。マルコフ連鎖に付随する位相的マ
ルコフシフトも典型的な例であり、エルゴー
ト理論だけでなく、言語理論や、計算機理論
の中にも、数多くの記号力学系のモデルとな
るものがある。応用面においては号理論にお
いて現れる文字列の符号化や復号化などに
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実 際 に そ の 理 論 が 役 立 っ て い る 。
Cuntz-Krieger は、１９８０年に、位相的マ
ルコフシフトから、単純純粋無限型 C*$-環
を構成した(Invent. Math. 56(1980))。これら
は Cuntz-Krieger 環と呼ばれ、C*-環論のな
かでも、数少ない良い研究対象のモデルとな
る単純 C*-環の例である。 
本研究代表者は、これら Cuntz-Krieger 環
の一般化として、位相的マルコフシフトとは
限らない一般の記号力学系から C*-環を構成
する方法を１９９７年に発表していた
(International J. Math. 8(1997),357-374). 
この C*-環には、ゲージ作用と呼ばれる１次
元トーラスの標準的な作用があり、その作用
による不動点環は AF-環（有限近似的 C*-環）
になる。翌１９９８年の論文  Math. Scand. 
82(1998),237-255 に於いて、この記号力学系
から構成された C*-環ならびにその内部の
ＡＦ－環の代数不変量であるＫ-群、Ext-群、
次元群を計算する公式を発見し、それらのＫ
－理論的群がもとの記号力学系の位相共役
不変量になっていることを後に続く論文 
Documenta Math.  4(1999), 285-340 、 
Ergodic Theory and Dynamical System  
20(2000), 821-841 で証明した。このように
して、C*-環のＫ－理論を経由することによ
り、それまで知られていなかった記号力学系
の位相共役不変量が一挙に定義された。また、
そのＫ－群公式の中から上記Documenta 論
文  に お い て $¥lambda$-graph system, 
symbolic matrix system という従来の有向
有色有限グラフ、有限記号行列を一般化した
概念を導入して、それが記号力学系の表現を
与えることを示し、記号力学系をグラフ的な
もの、行列的なものとしてみることが可能に
なった。与えられた記号力学系からある標準
的な方法でそれを表現する lambda-graph 
system, symbolic matrix system をつくるこ
とができる。この Documenta 論文で、二つ
の記号力学系が位相共役であることと対応
する標準 lambda-graph system, symbolic 
matrix system がそれぞれ強シフト同値で
あることを証明した。また、申請者は、論文 
Documenta Math. 7(2002), 1-30 において記
号力学系から作られる C*-環の構成を一般化
し、lambda-graph system から C*-環を構成
することにも成功した。つまり、記号力学系
のみならずその表現からも C*-環を構成する
ことが可能となった。これらの C*-環はもと
の記号力学系や lambda-graph system が既
約であれば単純かつ純粋無限型 C*-環になり、
作用素環の構造論的観点からたいへん重要
なクラスにある C*-環であり、これらの C*-
環それ自身を研究することだけでも大変興
味深い課題である。  さらにこれらの C*-環
のＫ－理論的な不変量がもとの記号力学系
の位相共役不変量をあたえていることを考

えると,なおさら重要な研究対象である。 
また、J. Reine. Angew.Math. 605(2007) 
において、lambda-graph system, symbolic 
matrix system というグラフや、行列によっ
て定義される概念を、さらに一般化し、C*-
記号力学系という概念を導入した。C*-記号
力学系とは、単位元を持った C*-環 A とそ
れ上の記号 Sigma で添字つけられた有限個
の自己準同型からなる組のことであり、特に、
C*-環 A が、可換有限次元環、 可換 AF 環
のときは、それぞれ有向有色有限グラフ、
lambda-graph system と全く同じ概念とな
る。C*-記号力学系の各自己準同型はグラフ
の有向有色辺に対応し、記号力学系 が自然
に定義される。逆にどんな記号力学系もある
C*-記号力学系から定義される。 従って、C*-
記号力学系という概念は、記号力学系の C*-
代数的な表現であると考えられる。C*-記号
力学系から、自然にヒルベルト C*-双加群が
定義され従って、C*-環が構成される。この
C*-環達は、前述の Cuntz-Krieger 環や
lambda-graph system からできる C*-環を
完全に含んだクラスになり、この C*-環自身
の構造も Cuntz-Krieger 環からかけ離れた
性質をもつものなが多くあることもわかっ
ている。たとえば、Cuntz-Krieger 環や
lambda-graph system からできる C*-環の
ゲージ作用の不動点環は AF 環であったが、
ゲ ー ジ 作 用 の 不 動 点 環 が AT 環 や 、
Bunce-Deddes 環になるものもあり、K-理論
的にも、非常に興味深い. もちろんこれらの
C*-環の代数的な構造は、記号力学系の不変
量にもなっているので、記号力学系の位相共
役不変量の研究の意味においても、重要な不
変量をあたえているのではと考えられる。 
（２）また、位相力学系の分類において、位
相共役よりも弱い軌道同型による分類もた
いへん興味深く重要な問題である。二つの位
相力学系が軌道同型であるとは、それらの軌
道を保った同相写像が存在するときをいう。
カントール集合上の極小自己同相による連
続軌道同型類と対応する C*-環の同型類の研
究は、 Giordano-Putnam-Skau (J. Reine 
Angew. Math. 469(1995), 51--111) により、
詳しく研究されており、 これらの力学系の
（強）軌道同型類とその$C^*$-接合積の代数
同型類が完全に対応することが証明されて
いる。 一般のコンパクトなハウスドルフ空
間上の topological free な自己同相について
は、富山 ( Pacific. J. Math. 173(1996), 
571--583)により、連続軌道同型類と空間部分
を保った C*-接合積の代数同型類が完全に対
応 す る こ と が 証 明 さ れ て い る 。
Cuntz-Krieger 環や lambda-graph system 
からできる C*-環は、それぞれ片側マルコフ
シフト、片側サブシフトからできる C*-環と
も考えられる。片側マルコフシフト、片側サ



 

 

ブシフトは、同相写像ではないので、上記
Giordano-Putnam-Skau や富山が研究した
ケースは、あてはまらない。そこで、この片
側マルコフシフトや片側サブシフトの軌道
同型類と対応する Cuntz-Krieger 環や
lambda-graph system からできる C*-環の同
型類が完全に対応するかという問題が自然
におこる。 
 
２． 研究の目的 
 本研究の目的は、これら C*-環のＫ－理論
やさらには、ＫＫ－理論的な構造にもっと深
くふみこみ、さらには、その C*-環の代数的
な構造を基になっている記号力学系の構造
から、さらに詳細に調べたい。さらには、そ
れにより、新たな記号力学系の位相共役不変
量を発見したいと考えている。これらの C*-
環達はもとの記号力学系の位相共役類を完
全に代数的に表現していると予想されるの
で、これらの C*-環のＫ－理論構造や代数構
造を使って、記号力学系の位相共役類を表わ
す完全不変量を構成できればと考えている。 
特に記号力学系の軌道同型の不変量の発見
や、Ｋ－群の flow equivalence 不変量として
の計算を具体例から実行する。 また。、記号
力学系のゼータ関数の作用素環論的解釈も
研究の目的の一つとしたい。 
 
３．研究の方法 
２００８年度の７月１週間にわたりオラン 
ダのライデン大学で開催された力学系と作 
用素環の国際会議に出席し、記号力学系の軌 
道同型と作用素環の同型類について、それま 
でに分かっていた結果を講演した。参加して 
いた、W. Krieger 教授（ハイデルベルグ大 
学 lambda-synchronization という記号力学 
系の性質について議論を行った。また、同会 
議に出席していた、ルノー教授、エクセル教 
授（ブラジル、サンパウロ大学）、連携研究 
者の富山教授と軌道同型と Cartan 部分環に 
ついて、研究討論をおこなった。 
また、9月と１月に行われたの京都大学での
作用素環の研究集会に出席し、九州大学の綿
谷安男教授、大阪教育大学の片山良一氏らと
交流し研究討論を行った。 
また、２００９年度は、３度にわたり研究集
会を利用し研究交流と討論のため、京都大学
数理解析研究所を訪問し、参加者の連携研究
者の富山教授、九州大学の綿谷安男教授、岡
山大学の梶原毅教授と主として、軌道同型と
Ｋ－理論、Ｃ＊環の構造について議論を行っ
た。特に綿谷安男教授、梶原毅教授はＨｉｌ
ｂｅｒｔ双加群からできるＣ＊－環の専門
家であるので、双加群Ｃ＊－環としての、記
号力学系からできるＣ＊－環について、より
深い研究討論ができた。 
２０１０年度は、京都大学数理解析研究所で

行われた作用素環の研究集会において、記号
力学系のゼータ関数を作用素環で取り扱う
ために、ＫＭＳ条件について講演し、出席者
と研究討論を深めた。 
 
４．研究成果 
 先ず、記号力学系の軌道同型と対応するＣ
＊－環の代数構造に関する研究を行った。結
果は、３編の論文 
Orbit equivalence of one-sided subshifts 
and the associated C*-algebras, Yokohama  
Mathematical  Journal、56 巻,2010, 59-85. 
 
Orbit equivalence of topological Markov 
shifts and Cuntz-Krieger algebras,  
Pasific Journal of Mathematics, 246 巻, 
2010,199—255. 
   
Orbit equivalence in C*-algebras defined 
by actions of symbolic dynamical systems, 
Contemporary Mathematics, 503 巻, 2009、
121-140.  
 
に発表した。 証明されたことは、片側位相
的マルコフシフトの軌道同型類は Cartan 部
分環を保った Cuntz-Krieger 環の同型類に
完全に対応するということである。また充足
群についてもその同型類との対応が示され
た 。  こ の 事 実 は 、 上 記 Yokohama 
Mathematical Journal の論文において一般
の記号力学系に一般化され、Contemporary 
Mathematics 誌の論文でＣ＊記号力学系から
できるＣ＊－環にさらに一般化され、コンパ
クト集合上の同相写像について得られてい
る富山の結果も含んだ形で拡張された。 
また、sofic でない記号力学系からできる 
単純Ｃ＊－環の例として、Wolfgang Krieger, 
と共同で、論文 
Subshifts and C*-algebras from 
one-counter codes, Contemporary 
 Mathematics  503 巻, 2009、 93-119.  
に発表した。この記号力学系のクラスは 
one-counter codes と言われ、自分自身とそ
の transpose が flow equivalence にならな
い記号力学の例であることも分かった。その
ような記号力学系の例は今まで見つかって
いなかったので、特筆すべき結果であると言
える。 
また、さらに一般のコード系に対して、単純
Ｃ＊－環が構成されることがわかり、そのＫ
－群も計算して、論文 
A class of simple $C^*$-algebras arising 
from certain nonsofic subshifts,  
Ergodic Theory and Dynamical Systems , 
 31 巻、2011,459-482. 
にまとめた。 Ｃ＊－記号力学系からできる
Ｃ＊－の例とその構造についても調べ、結果



 

 

は論文 
 
Actions of symbolic dynamical systems on 
C*-algebras II. Simplicity of C*-symbolic 
crossed products and some examples, 
Mathematische  Zeitshrift 265 巻、 2010, 
735—760.  
に発表した。 
また、記号力学系のゼータ関数のＣ＊環的解
釈の一つの試みとして、温度が必ずしも実数
値をとらないＫＭＳ条件を導入し、2020 年９
月に京都大学で行われた作用素環の研究集
会において口頭発表を行った。 
また、記号力学系の高次元版であるタイル張
りとＣ＊－環についても研究を着手し、タイ
ル張りのＣ＊－環への作用という概念を定
義し、構成されるＣ＊－環について学会の講
演集に発表した（2010 年３月早稲田大学）。 
連携研究者の富山淳は、記号力学系を含んだ
力学系のクラスとそのＣ＊－環について研
究し、特にＣ＊－環のイデアル構造ともとの
力学系の位相的情報について深く調べ、 
下 の ２ 編 の 論 文 （ Acta  applicable 
Mathematics 誌と Journal of Functional 
Analysis 誌）に発表した。 
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