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研究成果の概要（和文）： 
核型単純 C*-環における Elliott 分類問題を C*-接合積において考える際に重要な役割を果た

す, 従順群から C*-環への作用のロホリン性を, C*-接合積の場合を含む C*-指数有限である C*-

環のペアの間に現れる条件付き期待値に拡張し, 分類問題において重要な役割をする C*-環の

性質の遺伝性について成果を得た. 

 
研究成果の概要（英文）： 
The Rokhlin property of an action from an amenable group on a C*-algebra plays an 
important role in C*-crossed product algebras when considering the Elliott classification 
problem in simple nuclear C*-algebras. 
We extended the Rokhlin property for a conditional expectation of a pair of C*-algebras 
with a finite C*-index. We obtained, then, several results about the transmission of 
important properties of C*-algebras which play important roles in Elliott classification 
problem. 
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１．研究開始当初の背景 
作用素環論において自己同型写像の研究は

深くなされているが, 位相力学系における

測度不変変換に関するロホリン性の非可換

版である C*-環上の自己同型写像のロホリン

性について研究するのが目標である. 75年に

Connes によりフォンノイマン環上の自己同

型写像のロホリン性が導入され, 84 年に

Herman-Jonesが UHF環上の自己同型写像
にロホリン性を導入し, UHF 環上における
周期 2 の自己同型写像の分類をおこなった. 
93 年に Bratteli-岸本-Rɸrdam-Stɸrmer  に
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より、フェルミオン環上の両側シフト自己同

型写像がロホリン性を持つことが示され, そ
の後 岸本 は一般のC*-環 A上の自己同型写
像のロホリン性を定義し精力的に研究した. 
特に, Aが 単純で実階数0, ただ一つのトレ
ースを持つ AT 環（すなわち、トーラス上の
連続関数環と有限次元 C*-環との C*-テンソ
ル積から成る C*-環の帰納的極限で表され
る）, αが A上の自己同型写像とするとき, 
αがロホリン性を持つ特徴付けをした.  特
に, αが内部自己同型写像にホモトープなら
ば, 生成される接合積 C*( G , A ,α )が再び
実階数 0をもつ AT環になることを示してい
る.  ここで、C*-環が実階数 0 を持つとは, 
Aの任意の自己共役作用素が有限スペクト
ラルを持つ自己共役作用素で近似されるこ

とをいう. Phillips は, ロホリン性よりも弱
いトレース的ロホリン性を, 巡回群G から
与えられた単純C*-環 Aの自己同型写像の集
合 Aut( A )への作用αに定義をし, Aが Lin
の意味での分類クラス(トレース的安定階数
0)に入るとき, 作用αがトレース的ロホリン
性を持てばそれから生成される接合積

C*( G , A ,α )が同じく分類クラスに入るこ
とを示した. 単純 C*-環における Elliottプロ
グラムに関連して, 分類可能なクラス（例え
ば, Elliott-Gong, Lin により示された AH-
環）に属する C*-環 A上の離散群G から
Aut( A )への作用αとそれから生成される接
合積 C*( G , A ,α )の性質を明らかにする, 
これらの研究は重要である. 2003年に, 大坂
-Phillips によりトレース的ロホリン性を整
数群 Z に拡張され, 岸本のロホリン性に対
応する結果をより広い C*-環のクラスで示し
た. この結果を用いて, 2004年に Lin-大坂に
より先の岸本の結果をより精密にしている.
さらに, 単純 AT 環上のロホリン性を持つ自
己同型写像のクラスのにおける Aut( A )大き
さを調べ, K_1 群上の写像の情報から AT 環
上のロホリン性を持つ自己同型写像で与え

られた K_1 群上の写像を導くものが構成で
きることを示された.  
A ⊂  C*( G , A ,α )の枠組みで上記の結果
を眺めると, 一般に, BA ⊂ の C*-環のペア
で問題を考え直し, 綿谷の C*-指数理論を用
いるという新しい考察に至る. すなわち、 
C*-環Bから C*-環 Aへの条件付き写像Eが
どのような性質を持てば, Aの性質が Bに
遺伝するかが問題になる. 例えば E が指数
有限タイプであるとき, 射影作用素に関する
SP 性については大坂で研究されている. 安
定階数に関して大坂-照屋, 大坂により示さ

れている. 
 
２．研究の目的 
(1) 整数群 Z のAut( A )への作用におけるト
レース的ロホリン性と岸本の意味でのロホ

リン性に差は存在するかどうかを明らかに

する. 大坂-Phillipsにより, トレース的安

定階数0である単純C*-環上の自己同型写像が

ロホリン性を持てばトレース的ロホリン性を

持つことが示されている. この逆が成立しな

い例はまだ見つかっていない. 

(2) 2次元トーラス上のFurstenberg変換φか

ら自然と導かれる非可換トーラス環 A上の
自己同型写像α に対して, φがunique エル
ゴート性をもつこととα がトレース的ロホ
リン性を持つことが同値であることが大坂

-Phillipsで示されているが, このときα が
ロホリン性を持つかどうか明らかにする. ま

た,φがunique エルゴート性を持たないとき

その接合積C*(G , A ,α )がどのような性質
を持つC*-環であるか調べる.                  

(3)より広い群G からAut( A )への作用にお
けるロホリン性の定式化を行う. 例えば, 

2ZG = の場合を中村の定式化を基に模索す

る.  

(4) 綿谷指数有限な C*-環のペア BA ⊂  に
おける条件付き期待値Eのロホリン性に対
応する概念の定式化を試みる. 外部性につ
いては, 大坂で定式化されている.  

 
３．研究の方法 
(1) A  を安定有限な単純C*-環としたとき、 
整数群 Z から )(AAut への作用でトレース

的ロホリン性を持つがロホリン性を持たな

い例が存在するか調べる. 

(2) Aを安定有限な単純C*-環としたとき,  
有限群G から )(AAut へのトレース的ロホ

リン性を持つ作用から生成される接合積の

基本性質を調べる. 

(3) 綿谷指数有限なC*-環のペア BA ⊂  

における条件付き期待値 Eのロホリン性に
対応する概念の定式化を試みる. 

 

(1)に関しては, ひとつの候補として, 2次

元トーラス 
11 SS × 上のFurstenberg 変

))))(2exp(,)2(exp(),(( yxxifxiyx dπθπφφ =
(θ は無理数) の非可換版である θA 上のエ

ルゴート性を持たないときの drf ,,α があげら

れる. この変換がロホリン性を持たない条

件を判定できれば目標を達成するが, トレ



 

 

ース的ロホリン性をもつこととロホリン性

を持つことが同値かも知れない. Lin氏と取

り組んだ単純AT上でトレース的ロホリン性

の新しいモデルが, この問題の解決のヒン

トになるのではと期待している. 

(2) に関しては, 現在 Phillips 氏と共同研

究をしており, 少しずつ解明をしている.  

(3)に関しては, 岸本氏がおこなった自己同

型写像の外部性の特徴付けに対応する概念を

条件付き期待値 Eに定義し, C*-環の重要な
概念であるSP性, Cancellation 性の遺伝性

の解明に強力な役割を果たした. 同様に、自

己同型写像のロホリン性に対応する概念を条

件付き期待値 E に定式化することに取り組
む. 
 
４．研究成果 
(1) Lin氏との共同研究において, AT環上の
K-データからトレース的ロホリン性を持つ
自己同型写像の構成をおこなった. これによ
り, AT 環上の自己同型写像のクラスにおい
てトレース的ロホリン性を持つ自己同型写

像のクラスが小さくないことを示せた. 
(2) 射影作用素に関する cancellation性の遺
伝性について C*-指数有限の C*-環のペアに
ついて Jeong, 大坂、照屋、Phillipsの４人
で明らかに出来た. これは, 1996年の Jeong
―大坂の共同研究から始まり１０年の月日

がかかった大作である. Cancellation性を持
つことは, C*-環の分類問題の際用いる K_0-
群の計算において役に立つ情報である. 
(3) C*-接合積の場合を含む C*-指数有限の
範囲での C*-ペア環間に作用する条件付き
期待値に対してロホリン性を定義し, Elliott
分類において重要 C*-環のクラスの遺伝性に
ついて, 小高, 照屋, 大坂の研究としてまと
めることが出来た. これは, 分類可能な単純
C*-環と有限群から構成される接合積の代数
構造決定をした大坂―Phillips 氏との共同研
究の一般化であり, C*-指数理論有限な C*-環
のペアにおける分類問題において重要な結

果である.  
(4) C*-環分類問題において重要な役割
をする安定階数の新しい計算式を構成
した . これで , 安定階数 1 をもつ単純
C*-環からの接合積などによる新しい
C*-環の安定階数が計算できる .  
(5) Elliott 分類問題において中心的役割を
果たしている Jiang-Su 環 Z の安定性につい
て, 綿谷指数有限なペア P⊂A に関して研究
をおこなった. C*-環 A が Z安定とは, A⊗Z ≅ 
Z のことをいう. 最近 Elliott 不変量が同じ
単純 C*-環 A, B で同型でない例が, Toms
氏 ,Rordam 氏それぞれによって発見された. 

この A, B は, Z 安定ではない. また、今まで
Elliott 分類クラスに入る単純 C*-環は Z 安
定であることが証明されている. これらを
踏まえ, 現在は、Z 安定な単純 C*-環のクラ
スにおいて Elliott 不変量 Ell()が完全不変
量であることが予想されている. すなわち, 
Ell(A) ≅ Ell(B) ⇔ A ≅ B. この Z安定の遺
伝性について次のことを調べた：与えられた
ペア P⊂A が大坂―照屋の意味でロホリン性
を持てば, A が Z 安定であるとき, P が Z 安
定である. ここでロホリン性はある意味重
要な過程であり, 実際、ロホリン性の条件を
ゆるめれば, 遺伝性が成立しなくなる例が, 
Phillips 氏により構成されている. それ故, 
本結果は, Elliott 分類問題において重要な
結果を与えることになる. 

(6) Winterにより導入されたdecomposition 

rank, nuclear dimension rankについて, 綿

谷指数有限なペアP⊂Aにおいて研究した. こ

れらの性質が綿谷指数有限なペアP⊂Aにおい

て遺伝することを明らかにした. すなわち, 

綿谷指数有限なペア P⊂Aが大坂-照屋の意

味でのロホリン性をもつとき(但し, Aの単純

性は仮定しない),  

① Aがn以下のdecomposition rank をもつ

とき, Pのdecomposition rankもn以下である. 

特に, 任意の有限群Gから泉の意味でのロホ

リン性をもつ作用から生成されるC*-接合積

C*(G , A ,α )のdecomposition rankがn以下
である. 

② Aがn以下のnuclear dimension rankをもつ

とき, Pのnuclear dimension rankもn以下で

ある. 特に, 任意の有限群Gから泉の意味で

のロホリン性をもつ作用から生成されるC*-

接合積 C*( G , A ,α )のnuclear dimension 
rankがn以下である. 
これらの C*-接合積の結果は, 2010 年に
Winter-Zacharias より提出された問題への
解答である. また, Cuntz 半群の strict 
comparison 性についても同様な結果を得た. 
これらの結果は, K-群の計算が困難な C*-
接合積の分類問題に役立つことが期待され
る. 
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