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研究成果の概要（和文）：本研究では刻々とその形を変えていく表面張力をともなった非平衡界

面の運動を解析的かつ数値的に研究した。同時に、境界積分法を用いて高精度で数値計算できる

スキームの開発も行った。 
 
研究成果の概要（英文）：Motion of an non-equilibrium interface with surface tension is 
investigated theoretically and numerically. In addition to that, the development for 
calculating the interfacial motion is performed.    
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１．研究開始当初の背景 
液滴の形成に代表される表面張力によって
駆動される物理は、雨滴や石鹸膜の形成とい
った比較的平衡状態に近い現象から、原始惑
星における隕石の衝突、破砕といった衝撃波
を伴った非平衡大規模スケールの現象にい
たるまで非常に多岐にわたっている。また、
工学的応用はインクジェットプリンターの
噴き付けや薄膜コーティング、医学的応用は
生体内における腫瘍形成など幅広い。その中
で近年、物理的数理的に注目を集めているの
が液滴の分裂の力学である。１つの液滴は通
常、毛管力（capillaly force）によってさらに
細かい液滴に分裂する。どこまで分裂するか
は物質や環境によって異なるが、現象によっ
てはナノスケールに達するものも存在する。 
液滴の物理は自由界面の運動に帰着され、基

本的には（二層流体の）ナヴィエ・ストーク
ス方程式を、境界における２つの流体の圧力
差が表面張力×界面の（平均）曲率に比例す
るという、よく知られた Laplace-Young の境
界条件の下で解けばその時間発展は求まる。
しかしながら、刻々と形を変える境界に関し
てこれを実行することは、解析的にも数値的
にもかなり困難な作業であり、そのためこれ
までは方程式を線形近似したり、平衡状態に
近い（形を変えない）液滴の解析が数多くな
されてきた。 
液滴が分裂するということは、数学的には領
域のトポロジーが変わることに相当し、ちぎ
れる直前に液滴のある部分は一点に収縮し
て（pinch-off と呼ばれる）そこでは pinching 
singularity と呼ばれる特異点が形成される。
Pinching singularity はナヴィエ・ストーク
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ス方程式中の慣性項が支配する非線形の物
理現象であり、従って上記のような簡単化さ
れた解析ではそのダイナミクスを完全に説
明することはできない。本研究では液滴の分
裂を pinching singularity の形成として捉え、
そこで何が起きているか、またどこまで分裂
するかを決定するものは何かを明らかにす
ることを目的とした。合わせて、分裂前から
分裂後まで解のふるまいを連続的に追いか
けられるような理論的手法の構築を目指し
た。 
国内における液滴の理論的研究は物性、統計
物理の研究者によるものが中心で、平衡状態
における形状を議論したものが多かった。す
なわち、解析は線形の範囲内で行われており、
流体の発展方程式はきちんと解かれていな
かった。また、国外の研究では流体の方程式
を考慮したものも数多く見られるが、境界を
挟んだ片方の流体の密度がゼロ、もしくは２
つの流体の密度が同じというものが中心で、
かつ、液滴の初期形状をあらかじめ pinching
が起きるようにくびれさせた状態で与える
のが一般的であった。これは任意形状の初期
値から出発すると、pinching のような大変形
が起きる前に計算が破綻してしまうからで、
こういった数値計算の困難さから、本研究開
始当時、液滴の分裂がどのような初期形状か
ら出発しても起こりうるのかどうかはっき
りしたことはわかっていなかった。液滴がど
のように分裂し、最終的にどのような形状に
なるかを理論的に調べてみようと考えたの
が研究の背景である。 
 
２．研究の目的 
解のふるまいを含む分裂（pinching）のメカ
ニズムは流体の密度比を変えていくと、ある
値で（質的に）変化することが予想されてい
たが、これに関してもどのような変化が起き
るのか詳しい解析はなされていなかった。本
研究では、既存の計算方法を改良し、任意形
状の初期値から出発して任意の密度比で数
値計算を実行して液滴の分裂（pinch-off）を
解析できるようにし、上で述べたような分裂
のメカニズムの未知の部分についてより精
密な知見が得られるようにすることを目的
とした。本研究開始当時、任意の初期値、密
度比で行う非定常な液滴の高精度の数値計
算は国内のみならず、世界的にみてもほとん
ど存在しなかった。 
応募者はこれまで密度の異なった２種の流
体の境界に生じる渦層の時間発展を理論的
に研究してきた。一連の研究における境界は
自由界面であり、その支配方程式はオイラー
方程式（ナヴィエ・ストークス方程式）で、
流体の密度比は任意に設定することができ
る。これらの仕事では表面張力を考慮してこ
なかったので、境界における圧力の跳びはゼ

ロと置かれているが、このゼロを表面張力を
考慮した上述の Laplace-Young 条件に置き
換えてやれば、基本的には同じ方程式系を用
いて液滴の解析が実行できる。ただし、表面
張力というのは方程式の最高位の（空間）微
係数にかかるパラメータであり、表面張力項
は特異摂動項であって、その値がどんなに小
さくても通常の摂動項のように取り扱うこ
とはできない。これは数値解析の分野ではス
ティフネスと呼ばれる不安定性となって現
れ、通常の陽的な方法では解が得られないこ
とを示唆している。実際に、ゼロに近い表面
張力を入れて渦層で用いたのと同様の数値
計算を実行してみて解がたちどころに破綻
することを確認し、なぜ特定の条件下でしか
液滴の問題が解かれていないのかを理解す
るとともに、新しい計算スキームの必要性を
認識した。すなわち、数値解析の分野におい
て、高階微分を含む非線形方程式を安定に解
くための高精度スキームの開発ということ
も目的のひとつであった。 
 
３．研究の方法 
支配方程式は界面の接線方向と法線方向の
速 度 を 記 述 す る 幾 何 学 的 な 方 程 式 、
Laplace-Young の境界条件、界面におけるせ
んだん速度（shear velocity）の発展方程式（オ
イラーまたはナヴィエ･ストークス方程式に
相当する）と場を記述する Laplace 方程式で
ある。界面の接線方向と法線方向の速度はビ
オ・サバール則によって場の物理量から与え
られる。従来の陽的スキームで表面張力を伴
った界面の運動を計算しようとすると、わず
か数ステップで激しい数値振動が生じて計
算が破綻する。これを考慮して、ここでは陰
的スキームを用いた。このスキームでは
pinching が起きた後、液滴が分裂するところ
までは追えないが、従来のように、あらかじ
め pinching が起きるよう界面をくびれさせ
ておかなくても、任意形状から出発して
pinch-off まで追いかけることが可能である。 
従って、どのような変形が、いつどの部分で
pinching を引き起こすのかを正確に計算す
ることができる。この計算法を発展させ、密
度が界面を挟んで異なる場合の非定常液滴
の数値計算を行った。密度非一様の場合の支
配方程式は、密度が一様の場合に比べて（主
としてせんだん速度の時間発展を記述する
式において）非線形項が増え、煩雑になる。
密度一様な場合と決定的に異なるのは、積分
方程式を解かないと解が求まらない点だが、
これに関しては、これまで行ってきた密度非
一様性のある渦層の計算方法が適用でき、こ
れに陰的計算スキームを組み合わせて密度
非一様液滴の時間発展を追いかけ、どのよ 
うな密度比でも pinching は生じるのか、ま
た生じるとすればそれは密度一様な場合と



どのように異なるのかを詳しく調べた。 
このような数値計算と、非線形安定性解析の
ような摂動論的（解析的）手法とを併用して
研究を行った。 
 
４．研究成果 
界面が分裂する直前に生じる pinching と呼
ばれる現象を再現できる、非常に高精度の数
値計算スキームを開発することに成功した。
また、界面の上側（閉じた界面の場合は外側）
の流体が下側（内側）の流体より軽い場合と
重い場合のそれぞれについて、弱非線形解析
を行って、その解を数値計算の解と比較し、
よく合うことを確かめた。 
また、表面張力と重力がつりあうと、界面が
長時間全く変形しない一種の臨界状態が存
在することを発見し、表面張力が重力を凌駕
すると、界面が安定に振動することも見出し
た。この安定振動は水面波の運動に酷似して
おり、非線形安定性解析を行って、解のふる
まいを記述する、振幅方程式を導くことにも
成功した。得られた振幅方程式は（係数はこ
となるが）非線形シュレーディンガータイプ
の方程式であり、その安定性も数値的かつ解
析的に調べることができた。 
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