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研究成果の概要（和文）：地球流体力学で知られた複数の 2次元流体系を統一的に記述できる一

般化された 2次元流体系において，平行流の安定性の研究を行った．支配方程式から波動活動

度保存則を導き，また支配方程式を Hamilton 形式に書き下した．これらを利用して，平行流の

安定の十分条件を導出した．さらに，一般化された 2次元流体の Green 関数を導出した．Green

関数を用いて，一般化された 2次元流体系は，系に含まれるスケール分離パラメターαが 3以

下の場合が物理的に理にかなった系であること，乱流状態において一般化された渦度の小スケ

ールにおける振る舞いの転移を説明した． 

 
研究成果の概要（英文）： Stability of parallel shear flows for a generalized 
two-dimensional (2D) fluid system, which is a unified form of some geophysical 2D fluid 
systems, is investigated. First, the conservation of the wave activity is derived. Second, 
it is shown that the governing equation for the generalized 2D fluid system can be written 
in the form of non canonical Hamiltonian form. Using them, a necessary condition for a 
linear stability of parallel shear flows is derived as: “if the transverse derivative 
of the generalized vorticity for the basic state is positive or negative definite, the 
flow is stable”. Moreover, the Green’s function for the generalized 2D fluid system 
is derived. Using the Green’s function, physically realizable systems for the 
generalized 2D fluid system exist only for \alpha less than or equal 3. Here, \alpha is 
a real parameter describing the scale separation between the generalized vorticity and 
the velocity. In addition, the transition of the small scale behavior of the generalized 
vorticity at alpha=2, a well known property of forced and dissipated turbulence for the 
generalized 2D fluid, is explained in terms of the Green’s function. 
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１． 研究開始当初の背景 

地球の大気や海洋の大規模な運動は，地球
の自転と密度成層の影響によって水平 2次元
的であることが知られている．そこで, 地球



４．研究成果 流体力学では 3次元系から様々な 2次元系が
導出され，それらの研究が行われてきた． 

最近，地球流体力学で知られたいくつかの
2 次元流体系が，ひとつの実数パラメーター
αを含んだ非線形移流方程式により記述で
きることがわかった(Pierrehumbert, et al., 
1994)．この系は一般化された 2次元流体系, 
もしくは，α乱流系と呼ばれている． Navies
－Stokes 方程式系（NS 系）もしくは Euler
系で確立されてきた乱流の描像の普遍性や
特殊性について調べられることが期待され，
一般化された 2次元流体の乱流状態，特にエ
ンストロフィー慣性領域の研究がこの 10 年
間で活発に行われてきた． 

しかしながら，一般化された 2次元流体に
関して，乱流特性以外の研究は行われてこな
かった．  

 

 
(1) 流れの安定性の十分条件 
これには 2つの方法を採用した. 一つは, 基
礎方程式を (x 方向の成分のみを持つ) 基本
流の周りで線形近似した方程式を出発点と
して, 波動活動度保存則 

dt
d

R
D 2Qy

q02

dS = 0 

を導出した. ここでQyは平均場の一般化され
た渦位のy微分でq’は一般化された渦位の
擾乱成分，Dは流れの領域である．Dが二重周
期境界条件を満足する矩形領域，無限平面，
水路(x 方向に周期的, y方向には壁の存在)
の場合に上記の波動活動度保存則が導ける．
波動活動度保存則から安定性の十分条件  
 “Qyが流れの領域で符号確定であれば, 流
れは安定である” 

２．研究の目的 を導いた．これは 2次元 Euler 系における流
れの安定性の十分条件として知られている
Rayleigh の変曲点定理を, 渦度の言葉で書
き下したものと同じ形式をしている. 従っ
て, 渦度で表現された平行流の安定性の十
分条件は, αの値に依存しない一般的表式
であることが示された.  

 
一般化された 2次元流体系の研究は，地球

流体力学で知られた 2次元流体系を統一的観
点から理解したり，乱流の描像以外にも NS
系で確立されてきた様々な流体力学的な概
念の普遍性・特殊性について理解することに
も貢献できると期待される． さらに, 一般化された 2 次元流体系の支

配方程式を非正準形式の Hamilton 形式 このような動機から流体力学・地球流体力
学的に重要な問題である流れの安定性を一
般化された 2次元流体においても考察するこ
とにした. 特に平行流の安定性を議論する
ことにした. 系に含まれるパラメターαを
変化させることによって一般化された 2次元
流体系は様々な 2 次元流体系を表現できる．
そこで，流れの安定性や擾乱の成長率，空間
構造がパラメターαにどのように依存する
のか，さらには NS 系（α=2）で確立された
概念が，任意のαに対してどこまで適用可能
なのかにも注目する． 

@t
@q = J î q

î H 

H = à
R

D 2
1 qdS 

J ï = à @(q; ï ) 

に書き下すことに成功した．ここで∂(A, B)
は 2 次元 Jacobian である．この Hamilton 形
式を利用すると，基本流に対する擾乱が有限
振幅の場合でも上記の安定性の十分条件が
成立することを示した. これらの結果は, 
日本気象学会欧文レター誌 SOLA への投稿準
備中である.    

３．研究の方法  

 (2)一般化された 2次元流体の Green 関数 
 具体的な流れの安定性や擾乱の成長を調

べる前に，どのような性質をもった流れが安
定であるのかを判定する定理（NS 系で知られ
ているところの Rayleigh の変曲点定理に対
応するもの）の導出を行う．この定理の証明
に使用するために，先ず波動活動度の保存則
の導出を行う．さらに，一般化された 2次元
流体の支配方程式を非正準形式の Hamilton
形式に書き下す．波動活動度保存則からは流
れの線形安定性を，Hamilton 形式からは有限
振幅の流れの安定性を議論する． 

上記の安定性の十分条件を破る具体的な流
れのプロファイルが与えられたときに, 不
安定擾乱の α依存性について調べることを
行った. これには 2つの方法でアプローチし
た. 一つはいわゆる Kelvin-Helmholtz(KH)
不安定問題(デルタ関数的な渦層の不安定問
題)のような, 基本的かつ解析的な不安定問
題を解くこと, もう一方は,ジェットのよう
なより複雑な基本場のプロファイルについ
て線形固有値問題として数値的に安定性を
調べることである.  
特に前者について，成果があがった． Euler

系における KH 不安定は運動方程式に基づい
て議論されており, 渦層で圧力の接続条件
を用いて解く. 渦度方程式に基づく解法は
知られていない. 一方，一般化された 2次元

 次に流れの安定性の十分条件を破る流れ
が与えられたときに，その安定性を解析的に
評価するための手法の一つとして，一般化さ
れた 2次元流体の Green 関数を導出する． 
 



流体系では運動方程式は知られていなく，渦
度方程式に相当する式が支配方程式である．
そのため，この系では KH 不安定は議論でき
ないように思われた. そこで別の方法とし
て, 等間隔に配置された一重の点渦列の不
安定問題を出発点として, 点渦の間隔をゼ
ロにする極限により, KH不安定を解くことを
計画した. そのためには, 単位の点渦の作
る流れ関数, 即ち Green 関数，を知る必要が
あるが, それは今まで知られていなかった. 
そこで 流れ関数と一般化された渦度との間
の関係式 

q = à (à É )ë=2  
を解くことにより, 一般化された 2次元流体
系の Green 関数を導出した. Green 関数は, 
特定のαの値を除いて Rieszポテンシャルで
与えられる: 
(αが偶数以外) 

G(r~; r~0) = Ñ(ë)jr~à r~0jëà 2， 

Ñ(ë) = 2ëù
1

È(ë
2)

È( s
2à ë)． 

(α=2m,ここで mは正の整数) 

G(r~; r~0) = Ñ(2m)jr~à r~0j2mà 2(ln jr~à r~0j + C) ， 

Ñ(2m) = 22mà 1ùf È(m)g2
(à 1) m+ 1

． 

(α=-2m) 

G(r~; r~0) = à (à É )nî (r~à r~0)． 
ここで, Γは Gamma 関数, Δは 2 次元
Laplace 演算子である. また, この Green 関
数から物理的に理にかなった系はαが 3以下
であること, 一般化された 2次元流体の強制
乱流状態におけるエンストロフィー慣性領
域のスペクトルの冪がα=2 を境に転移する, 
というよく知られた事実も説明することに
成功した. これらの結果は Physical Review 
E に公表された. 
 
 
(3) 2 次元流体の微分幾何学 

上に述べた研究の他に, 2 次元流体系に関
する新たな研究テーマの発掘も試みた. 特
に成果が上がったテーマは, 2 次元流体の微
分幾何学である. 2 次元非圧縮性流体の運動
は, 流れ関数を唯一の未知変数として書き
下すことが出来る. この流れ関数を 3次元空
間に埋め込まれた曲面と捉え, その曲面の
微分幾何学的性質について議論した. 曲面
を特徴付ける基本的な量は平均曲率と Gauss
曲率であるが, 流れ関数曲面のそれらはそ
れぞれ渦度と Okubo-Weiss(OW)場であること
を導いた. さらに, 非圧縮渦無し流に対す
る OW 場を複素速度ポテンシャルで表現する
公式を導き, 様々なポテンシャル流に対す
る OW 場を計算した. OW 場は移流される粒子
の軌道安定性の指標として使用できること
が知られており, 一方で点渦は移流される

粒子の運動と同じ発展方程式に従うことか
ら, OW場を用いて点渦列の安定性について議
論を行った. 単一の点渦，一重と二重の点渦
列について解析したところ, OW場による安定
性の評価は既存の安定性の議論と定性的に
同じ結論を導くことを示した. これらの研
究 成 果 は , Journal of Physics A: 
Mathematical and Theoretical に掲載され
た. なおこの論文は, 英国物理学会刊行
（IOP）の学術誌に掲載された論文から「新
規性，重要性ならびに今後の研究への潜在的
な影響力」に関する秀逸性を基準として選出
される IOP select に選ばれた． 
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