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研究成果の概要（和文）：異方性弾性体中の転位ループに対応する応力関数の積分形を得た。そ

れを基に、任意の形状の転位ループ間の相互作用エネルギーを計算する計算コードを作った。

弾性論の応用として、flexible な境界条件での第一原理計算を行った。最適化された計算セル

の体積と凝集エネルギーの間の関係は弾性論により説明ができた。さらに BCC 金属の単空孔

中の水素の安定構造を計算したところ水素の未知な安定構造が多数見つかった。 
研究成果の概要（英文）：Integral form of stress function was obtained for a dislocation loop 
in an anisotropic elastic body. According to the integral form, simulation code was made to 
calculate the interaction energy between dislocation loops of arbitrary shapes. As an 
application of the elasticity theory, first-principle calculations were performed under a 
flexible boundary condition. The relation between the optimized cell volume and cohesive 
energy could be explained in terms of the elasticity theory. In addition, many unknown 
hydrogen configurations were found in monovacancy in BCC metals. 
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１．研究開始当初の背景 

金属中の格子欠陥は機械的な強度など金
属特有の持つ様々な性質を決定すると考え
られている。特にマクロなスケール領域では
連続弾性論に基づく計算がされており、転位
や点欠陥に対する計算コードも開発されて
きた。ところで、現実の金属のほとんどは異
方性弾性体である。しかし従来は専ら等方性
弾性論に基づいて計算コードが作成されて
きた。その理由は異方性弾性論が等方性弾性

論よりも数学的に複雑なため研究や計算に
対する応用が敬遠されてきたという背景が
ある。特に、三次元問題や応力関数の導出に
関する研究が必要と考えた。さて、格子欠陥
の問題では計算セルには flexible な境界条件
を課してより正確な結果を得ようとするや
り方がある。弾性論は格子欠陥から遠いマク
ロな領域が記述できるので、境界条件の決定
や計算セルの膨張・収縮の解析に応用できる
と予想した。 
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２．研究の目的 
(1) 等方性弾性論よりも複雑な異方性弾性
論を扱うための方法を確立すること。特に、
応力関数を自動的に導出する方法を確立し、
それを応用して弾性論の問題を解析的に扱
うことを目的にする。 
(2)さらに(1)で導出した応力関数の応用と
して、数値シミュレーションや実験の解析に
必要な格子欠陥に関する計算コードを作成
すること。具体的には転位ループ間の相互作
用エネルギーの計算をすることである。これ
により、照射などで発生した転位ループの挙
動が研究できるようになる。また、この問題
を選んだ理由は、転位に関する問題が弾性論
では最も難しいものの１つだからである。 
(3)もう１つの応用は弾性論を連結階層モデ
ルによるシミュレーションに応用すること
である。階層とは次のような意味である。現
実の材料の計算では、量子論が支配するミク
ロな領域、非線型経験ポテンシャルで扱える
ナノ領域、さらに広い弾性論で扱えるマクロ
な領域など、いくつかの特性の異なる領域を
組み合わせることになる。計算セルの形状が
最適になるように変化する flexible な境界条
件に関連した解析に弾性論が応用できない
か研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) 応力関数は弾性論の問題を解くときに
便利な手法である。三次元弾性体に対応する
応力関数である Beltrami の応力関数をさら
に変形したものを本研究では導入した。そし
て転位ループの作る応力場に対応する応力
関数を導出した。 
(2) (1)で求めた応力関数を使って異方性弾
性体中の任意の形状をした転位ループ間の
相互作用エネルギーを計算する積分形を導
出した。一般的には二つの転位線に沿った積
分と単位円上の積分の合計で三重線積分の
形になる。これに基づき転位ループ間の相互
作用エネルギーを計算するための計算コー
ドを作成した。 
(3)弾性論をflexibleな境界条件を課した系
の解析に応用した。具体的には BCC 構造の遷
移金属の単空孔に捕獲された水素の安定構
造を密度汎関数法に基づき第一原理計算し
た。その際、最適な計算セルの体積と凝集エ
ネルギーの関係を弾性論的に解析した。 
(4)当初の研究目的にはなかった項目である
が、BCC 構造を持つ遷移金属の単空孔内の水
素原子の安定構造に関して詳細な第一原理
計算を行った。BCC 構造を持つ遷移金属は全
部で 7種類ありⅤ族の V、Nb、Ta、Ⅵ族の Cr、
Mo、W、そしてⅧ族の Feである。全部の BCC
金属と水素の計算をすることで系統的に空
孔と水素の相互作用の特徴を理解すること
ができた。 

４．研究成果 
(1) 応力関数の導出 
応力関数は弾性論に関する問題を解く際

に便利な手法である。その用途によって様々
な形式があるが、本研究では三次元の問題に
適応できるBeltramiの応力関数 ij をさらに
変形した応力関数 ij を導入した。 
 

kkijijij           (1) 
 
ここで、重なった指標については和をとる規
約を使う。 ij はクロネッカーのデルタであ
る。式(1)で定義された応力関数に関しては 
 

0kikkkijij ,,              (2) 
 
が成立する。微分に対する表記は 
 

kk ff ,                           (3) 
 
とする。Burgers ベクトルがb の転位ループ
C の作る応力場は Muraの公式により 
 

C hmqkppqmnlnhijklij xdbxxGCC )(,
 

(4)  
である。ここで ijklC は弾性定数、 kpG は異方
性弾性体におけるグリーン関数、 lnh は置換
演算子である。本研究で導入された応力関数
はこの Mura の公式と類似した積分形式で表
現される。 
 

hmC qkppqmnlnhijklij xdbxxHCC )(,
 

(5) 
関数 H は異方性弾性体のグリーン関数と 
 

kkijij HG ,                       (6) 
 
という関係になる。Mura の公式(4)のG  を
式(5)では H に置き換えただけである。また
式(6)はG を電荷、H をポテンシャルとみな
すと静電場のポアッソン方程式の関係にな
っている。この関係を用いて関数 H および
式(5)の具体的な積分形式が得られる。式(5)
は式(4)から自動的に導出されるので、応力
関数が容易に得られるようになった。 
 
(2) 転位ループ間の相互作用エネルギー 
 転位ループC と弾性場との相互作用エネ
ルギーは次の式で表すことができる。転位ル
ープC が端になる任意の曲面を S とすると 
 

S jiji dSbE                      (7) 
 
である。式(7)に Beltrami の応力関数を代入
し Stokes の定理を使うと 



C nklnikli dxbE ,             (8) 
 
さらに 
 

C tsijjtsi dxbE ,                (9) 
 
となる。式(5)を(9)に代入すると、図 1のよ
うな二つの転位ループC とC の相互作用エ
ネルギーは次のような式で表せる。 
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式(10)で得られた積分形式に基づいて異
方性弾性体中の転位ループの相互作用エネ
ルギーを計算する計算コードを作成した。こ
れにより弾性定数、Burgers ベクトル、転位
線の通過する座標という情報をインプット
するだけで相互作用エネルギーが計算でき
るようになった。 

転位ループ間の相互作用エネルギーの計
算例を示す。図 2は同一平面上の大小二つの
円形転位ループC とC の位置関係を示す。
図3はその相互作用エネルギーと角度 の依
存性である。Burgers ベクトルは 111 方向に
平行である。ここで弾性定数は鉄を意識して

30211 .C 、 35112 .C 、 17144 .C とした。
図3によると相互作用エネルギーは角度に依
存しており、

oo 300 , に極値を持つ。も
し、等方性弾性体であれば角度に依存せず相
互作用エネルギーは一定になるはずである。 

これは異方性弾性体の特徴をよく反映した
結果と言える。また、極値の方向である 011
および 211 は立方晶の構造では特別な方向
であるから構造上の特性もよく反映してい
る。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3) 連結階層モデルへの応用 
 各原子の局所的な安定構造を求めるのと
同時に、計算セル全体の形状を変化させるこ
とで、より安定な状態を見つける計算方法が
flexible な境界である。個々の原子緩和と同
時に最適な計算セルの形状をみつける方法
である。 
例として、本研究では BCC 金属空孔中に水

素が捕獲される問題を考えた。図 4で示すよ
うに、空孔内部の水素は第一原理計算で安定
な構造を計算する。一方で、シミュレーショ
ンに用いた計算セルは内部の状況に応じて
その形状が変わる、いわゆる flexible な境
界が課されている。具体的には水素によって
生じる圧力に対応して計算セルが膨張(収
縮)する効果を考慮することである。空孔だ
けで水素の無い状態の計算セルの体積を 0V 、
水素の影響で膨張した体積を ΔV とする。ま
た、その体積の最適化による系全体のエネル
ギーの減少を ΔE とすると 

 
図1:任意の二つの転位ループの模式図。 
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図 2:同一平面上の二つの転位ループ。 

 

図 3:相互作用エネルギーの角度依存性。 
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の関係が弾性論の解析より得られる。ここで
k は体積弾性率である。実際に BCC 金属空孔
中の水素に関して第一原理計算を行うと式
(11)が広い範囲で成立することがわかった。 
図 5 は Cr および Ta の単空孔に水素が捕獲

されたときの例である。空孔内部の水素の個
数を徐々に増やすとそれに伴って内部圧力
が上昇すると考えられる。そこで flexible
な境界条件を課したときの最適な体積増加
とそれに伴うエネルギー緩和が式(11)でよ
く表現されることを示している。一部の点が
式(11)から外れるのは現実の金属結晶では
格子性や弾性論的な非線型性の影響がある
ためと考えられる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

式(11)が実際に広い範囲で成立すること
で弾性論による解析の有効性が示せた。また、
照射材料のスエリング(膨張)の定量解析と
しても役に立つと考える。 
 

(4) 金属空孔中の水素の安定構造 
 この研究項目は当初の計画段階ではなか
ったものであるが、途中で重要性が認識され
たものである。 
 国際熱核融合実験炉(ITER)では、その構造
上極めて強いプラズマの照射を受けるダイ
バーターと呼ばれる部品がある。その部品の
材料としては高い融点を持ち、水素がほとん
ど溶解しないタングステンが使われる予定
である。そこで、タングステンの内部の空孔
と核融合プラズマの成分である水素(重水素
と三重水素)の相互作用の研究が始まった。 
図6(a)はタングステンのようなBCC結晶に

水素が固溶したときの安定な位置を示す。完
全結晶では▲で示したTサイトが安定である。
一方で、空孔に水素が捕獲された場合は図
6(b)で示したようなOサイト近傍が安定であ
る。そこで、従来の説では空孔に複数個の水
素が捕獲されたときもOサイトの近傍が安定
であると考えた。さらに、空孔には Oサイト
は 6個存在するので、図 7(a)のように空孔に
は最高で6個の水素が捕獲され正八面体構造
になる。しかし、タングステン空孔中の水素
に関して精密な計算を行うと、図 7(b)で示す
ようなOサイトからかなりずれた位置が水素
の安定な位置であることがわかった。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 5:体積膨張とエネルギー緩和の関係。

Cr および Ta 空孔での水素捕獲による。 

 
図 4:金属空孔中の水素。水素の圧力によっ

て計算セルが膨張するモデル。 
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図 6:(a)BCC 格子の T サイト(▲)と O サイ

ト(●)。(b)空孔中に捕獲された水素の位置。 



 さらに、他の金属についても空孔中の水素
の安定構造を計算した。BCC 構造を持つ遷移
金属は 7つある。Ⅴ族の V、Nb、Ta とⅥ族の
Cr、Mo、WとⅧ族の Feである。Ⅴ族の金属は
水素溶解度が高く自然に水素を固溶する。一
方でⅥ族の金属は水素溶解度が極めて低く、
タングステンとモリブデンはそのために核
融合炉の材料候補として有力である。図 8は
金属空孔と水素の結合エネルギーの水素個
数に対する依存性を示す。タングステンとモ
リブデン以外の金属空孔では最高で6個まで
しか水素が捕獲されないことがわかる。これ
は従来の説とも一致するが。しかし、その 6
個の水素の安定な位置は図 7(b)で示したよ
うに Oサイトからずれた位置にあるので、こ
れまでの考え方が全く正しかったわけでは
ない。空孔中の水素は Oサイト近傍が安定と
いうような単純なものではなく、水素間の斥
力のために構造的な再配置が起こる。実際に
は多様で複雑な安定構造が存在する。 

本研究で特に問題になったのはタングス
テンとモリブデンに関する結果である。図 8
より最高で 12 個程度まで空孔に水素が捕獲
されることが示され、これは従来の説とは大
きく異なる結果になった。しかも、この二つ
の金属は核融合炉の材料として重要と考え
られてきたが、その材料特性に関して誤った
認識が持たれていたことが示された。 
 この「金属空孔中の水素の安定構造」に関
する研究は従来の異方性弾性論に関する研
究計画にはなかった。しかしながら、弾性論
研究の応用として連結階層モデルや第一原
理計算のシミュレーションを選んだことか
ら偶然に発展していった研究項目である。結
局、核融合炉材料に関する重要で新しい知見
が得られ幸運だったと思う。この経験を生か
し、今後は弾性論の応用研究と同様に、金属
と水素に関する研究を進めてゆく予定であ
る。 
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図 8:BCC 金属空孔と水素の結合エネルギー。 
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