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研究成果の概要（和文）：これまで主に（可換）Bose-Mesner 代数を用いて展開されていたアソ

シエーションスキーム上の符号・デザイン理論を、（非可換）Terwilliger 代数に基づき再構築

すことを目指した。Brouwer 達による幅・双対幅の理論の精密化等に関して集大成となる論文

が完成した他、距離正則グラフの基礎理論の Q-多項式アソシエーションスキームへの「双対化」

や、半正定値計画・Leonard 対等の新しい手法の応用に関して種々の試みを行った。特に、極

値集合論の Erdős−Ko−Rado 定理への応用で大きな成功を収めた。 

 
研究成果の概要（英文）：I tried to develop a new theory of codes and designs on association 
schemes based on the (noncommutative) Terwilliger algebra in place of the (commutative) 
Bose-Mesner algebra. The outcome of the research includes a fundamental contribution to 
the theory of width and dual width by Brouwer et al., as well as applications of new tools 
such as semidefinite programming and Leonard pairs. 
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１．研究開始当初の背景 
 
Delsarte は、本来 Hamming スキーム上の（通
常の意味での）符号に対し導入された線型計
画限界をより一般に P-&Q-多項式スキームの
枠組みに持ち込むことにより、組合せ的・代
数的手法を最大限に活用して、その後数十年
間にわたり決定的に重要な影響を及ぼすこ
ととなった彼の理論を築いた。符号・デザイ
ンに関するこの Delsarte の理論は 1973 年の

時点で実質的にはほぼ完成した理論である
と考えられていたが、今世紀に入り大きな進
展が二つ立て続けに起こった。すなわち
Brouwer, Godsil, Koolen, Martin による幅・
双対幅の理論、及び Schrijver による半正定
値計画限界である。Delsarte 理論の根幹は
（可換）Bose−Mesner 代数に基づいた線型計
画限界にあったが、これら二つの理論は本質
的に（非可換）Terwilliger 代数の表現論に
基づいている。私のこれまでの研究は主にア
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ソシエーションスキームの指標表の性質及
びその応用に関するものが多いが、これらの
理論は従来の Delsarte 理論を根底から変容
させる可能性を予感させるに十分なもので
あり、このことが本研究計画を設定した動機
である。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目標は、P-&Q-多項式スキームの各
頂点に付随する Terwilliger 代数、及び
Schrijver により提唱された半正定値計画限
界に基づく、新たな「符号・デザインの代数
的理論」の構築である。本研究では特に、
Terwilliger代数の既約加群で displacement
と呼ばれるパラメータが 0となるもの全体で
生成される空間 N に注目する。ある意味で
Terwilliger 代数の自明加群上の理論ともみ
なせる従来の Delsarte 理論を N 上に拡張・
一般化し、一方で（Hamming スキームの）自
己同型群の安定部分群の中心化環上で定義
された半正定値計画限界を N上で新たに定式
化し直すこと等を通してこの目標の達成を
目指す。 
 
３．研究の方法 
 
Brouwer 達の幅・双対幅の理論では、これら
二つのパラメータがある特殊な関係を満た
す部分集合（「descendent」と呼ぶ）が重要
な役割を果たすが、実際これら descendent
は空間 Nや P-&Q-多項式スキームの所謂
「tight 性」等と密接に関連している。また、
Terwilliger 代数の「良い」既約加群の性質
を抽象化したものとして Terwilligerによる
Leonard 対の概念があるが、本研究では代数
的対象である Terwilliger 代数及び空間 N、
組合せ的対象である descendent、さらに線型
代数的対象である Leonard対のそれぞれの観
点から多角的なアプローチを行い、本質を明
らかにすることを目指した。 
 
４． 研究成果 
 
(1) 空間 N や descendent に関連して定式化
された、（1 変数 Askey−Wilson 直交多項式を
特徴付ける）Leonard 対に関する問題の解を
完全に記述した（論文 3）。この結果は特に
descendent に関するパラメータのレベルで
の情報を全て与えるものであり、本研究に於
いて極めて重要なステップである。 
 
(2) 空間 N及び tight 性に関する研究につい
て、数回の口頭発表を行った（口頭発表 11
等）。空間 Nは、最も簡明かつ基本的な P-&Q-
多項式スキームである 2進 Hamming スキーム
の性質をある意味で多く受け継いでおり、そ

の「Q-多項式性」等を解明した。 
 
(3) William J. Martin と共同で、可換アソ
シエーションスキーム理論の解説論文を執
筆した（論文 4）。この招待論文では、本研究
計画の目標である「従来の符号・デザイン理
論（Delsarte 理論）の非可換 Terwilliger 代
数上での拡張・再構築」という今後の研究の
方向性をはっきりと提唱した。また、
Schrijver による（群の作用を用いた）2 進
符号の半正定値計画限界、及び（可換群が正
則に作用する場合の）双対スキームの理論等
について Terwilliger 代数の観点から再構
成・解釈を行った。 
 
(4) Qiu 及び Zhan による行列理論の結果に対
しアソシエーションスキーム理論の手法を
用いた別証明を与えた（論文 6）。これは本研
究計画の遂行過程で副産物として得られた
もので、直接符号・デザインに関する結果で
はないが、他分野への「応用」との点で研究
目的の趣旨に沿ったものと考える。 
 
(5) 局所構造に関する tight性の双対的性質
を、一般の Q-多項式アソシエーションスキー
ムに於いて定式化し、正則性に関する考察や
クラスが小さい場合の特徴付け等を行った。
東北大学の須田庄氏との共同研究であり、成
果の一部についてアメリカ数学会で口頭発
表を行った（学会発表 8, 10）。 
 
(6) 非原始的な P-多項式アソシエーション
スキームは二部（bipartite）もしくは極対
的（antipodal）であるという結果は基本的
であるが、この Q-多項式版である 1998 年の
鈴木寛の結果では、双対二部・双対極対的の
他にクラス 4と 6の例外的なパラメータが未
解決問題として残されていた。クラス 4の例
外型パラメータは 2009 年に Cerzo・鈴木によ
り整数条件を用いて除外されたが、私は田中
利恵氏と共同で、クラス 6の例外型パラメー
タが起こらないことを異なるアプローチを
用いて証明した。これにより非原始的 Q-多項
式アソシエーションスキームの構造定理が
最終的に完成したことになる。なお、2010 年
5 月には Martin 達と共同で米国 Worcester 
Polytechnic Institute に於いてワークショ
ップ「Schemes and Spheres」を主催した
（ http://users.wpi.edu/~martin/MEETINGS
/wpi10.html）。このワークショップの主なテ
ーマは Q-多項式アソシエーションスキーム
であり、田中利恵氏との研究はこのワークシ
ョップに向けて行ったものである。 
 
(7) 本研究計画の集大成となる論文を現在
投稿中である（arXiv:1005.3598）。まず、
P-&Q-多項式スキームの descendentの構造理



 

 

論を展開し、特に、descendent の連結性や凸
性の判定条件を P-&Q-多項式スキームのパラ
メータを用いて記述した。これは Brouwer 達
の理論を遥かに精密化したものであるが、こ
こで重要な点は、descendent の「局所的性質」
と P-&Q-多項式スキームの「大域的情報」と
の関連を明らかにしたことである。距離正則
グラフの研究で部分構造から全体を決定す
るアプローチは主流の一つであるが、この結
果は P-&Q-多項式スキームの研究に於いて対
応するアプローチと言えよう。なお、ここで
の本質的な議論は Leonard対のレベルで行わ
れ、上記(1)の成果が直接応用される。 
 二部 P-&Q-多項式スキームについては、固
定した 1点から最も遠い点全体の集合（last 
subconstituent）がまた P-&Q-多項式スキー
ムになるという Caughman の結果がある。私
は構造理論の一環として、このような P-&Q-
多項式スキームの連結成分（bipartite half）
の descendent と last subconstituent との
共 通 部 分 が 、 last subconstituent の
descendent になることも証明した。この結果
もまた、局所的性質と大域的性質の関連を述
べ る も の と 言 え る が 、 証 明 は や は り 
Terwilliger 代数の既約加群の記述に帰着
される。 
 現時点で知られている P-&Q-多項式スキー
ムの多くは所謂 「古典的パラメータ」を持
ち、そうでない P-&Q-多項式スキームについ
てもほとんどは古典的パラメータを持つグ
ラフに密接に関連している。本研究計画の開
始時点では、Brouwer 達や私により古典的パ
ラメータを持つ基本的な 5種類のグラフにつ
いて descendent の分類が完了していたが、
私はさらに古典的パラメータを持つ既知の
15 種類の無限系列全てについて descendent
の分類を完成した。グラフが古典的パラメー
タを持つ場合、非自明な descendent は上述
の構造理論により凸集合となることに注意
する。これらの P-&Q-多項式スキームに於け
る descendent の分類は、いくつかの族につ
いては Lambeck による凸集合の分類を用い、
また二部 P-&Q-多項式スキームの bipartite 
half であるものについては前段落の結果を
効果的に用いた。後者のタイプのうち、二つ
の例については Pepe 達による部分的な結果
があるが、彼らの手法は有限体上の線型空間
に関する Erdős−Ko−Radoの定理を主要な道具
として用いるものであり、私の手法はより
「直接的」なものであると言える。なお、こ
れら 15 種類のうち、既に分類が行われてい
た 5 種類の P-&Q-多項式スキーム及びそれに
関連するものと、そうでない P-&Q-多項式ス
キームでは、descendent の分布に顕著な違い
が認められた。すなわち、前者は descendent
をある意味で「豊富に」持ち、後者はほとん
ど持たない。この差異を理解することは今後

の重要な課題であると考える。 
 また別の試みとして、descendent を「最も
豊富に」持つ P-&Q-多項式スキームを
Terwilliger による量子マトロイドの観点か
ら特徴付け、そのような P-&Q-多項式スキー
ム分類も行った。ある状況下で descendent
全体が量子マトロイドになることを示すの
であるが、この結果は強閉（strongly closed）
部分集合を「最も豊富に」持つ距離正則グラ
フに関する平木彰の一連の研究に類似した
ものと言えよう。 
 
(8) 上記の成果の応用として、2005 年に van 
Dam と Koolen により発見された twisted 
Grassmann graph に関する Erdős−Ko−Rado 型
定理がこれらの研究の応用として得られ、現
在論文を投稿中である（arXiv:1012.5692）。
これまで知られていた Erdős−Ko−Rado型定理
のほとんどは非常に大きな自己同型群を持
つグラフに関するものであるが、twisted 
Grassmann graph は頂点可移ですらないこと
に注意する。この twisted Grassmann graph
は Grassmann graph と同じパラメータを持ち、
交叉族（intersecting family）の位数の上
界はFranklとWilsonによるGrassmann graph
の場合の上界がそのまま適用できるので、等
号が成立する場合である descendent の分類
に帰着されるのである。実際この論文では、
種 々 の  P-&Q- 多 項 式 ス キ ー ム の
Erdős−Ko−Rado 型定理の証明を整理し、
Delsarte の線型計画的手法と descendent の
立場から統一的なアプローチを行っている。
なお、交叉族の位数の上界については、より
抽象的に Leonard対のレベルで理論を展開す
ることができ、またその方がより自然である。
この 「解釈」 については別個論文を準備中
である。 
 
(9) 須田氏とは、さらに半正定値計画の手法
を用いた Erdős–Ko–Rado型定理の拡張につい
ても共同研究を行った。他の研究者による、
組合せ的手法を用いたより単純な証明の存
在がその後判明したため、残念ながら（ほぼ
仕上がっていた）論文を投稿することはでき
なかったが、実際須田氏との研究はアソシエ
ーションスキームの一般化であるコヒアラ
ント配置（coherent configuration）上の符
号・デザイン理論の構築を目指す取り組みの
一環であり、今後も研究を継続する予定であ
る。 
 
(10) 2011 年 1 月より、Edwin van Dam 氏及
び Jack Koolen 氏と共同で、距離正則グラフ
に関する概説論文の執筆に取り組んでいる。
私の主な担当は Q-多項式距離正則グラフ（す
なわち P-&Q-多項式スキーム）である。本研
究計画のテーマである符号やデザインへの



 

 

応用は（直接には）盛り込まれない予定であ
るが、距離正則グラフに関するこれまでの膨
大な研究を整理し、理解を深めることで、本
研究に関しても多くの知見やフィードバッ
クが得られている。なおこの論文は、距離正
則グラフ理論の大家である Andries Brouwer
の還暦を記念するものである。 
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