
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成 ２３ 年 ４ 月 ２２ 日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：Bridgeland の安定性条件、双有理 Torelli の反例、ある種の代数多様

体（次元が低い場合や、３次元トーリックファノ多様体）の導来圏のある種の生成元の存在な

ど、代数多様体の導来圏に関するいくつかの結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：I obtain some results on Bridgeland stability, a counterexample of 
birational Torreli problem, and the existence of certain generators of derived categories of 
certain varieties (like toric Fano 3-folds and so on). 
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１． 研究開始当初の背景 

代数多様体上の連接層の導来圏はミラ
ーシンメトリーなどに関わる物理学、マ
ッカイ対応をはじめとした表現論、微分
幾何など、様々な分野と関わって、近年
目覚ましい発展を遂げている。 
そんな中私は特に（特に高次元の）代数
多様体の分類論の関わりから導来圏を
調べ始めた。 

 
2.  研究の目的  
（１）導来圏を代数多様体の不変量してとら
え、導来圏が同じであるような多様体
（Fourier—Mukai partner）の特徴付けや数
え上げを実行する。手始めとして楕円ファイ
ブレーションを持つような代数曲面の

Fourier—Mukai partner を調べる。 
Bridgeland と Maciocia の結果から小平次元
が０でない楕円曲面の Fourier—Mukai 
partner は元の楕円曲面のある種の層のモジ
ュライ空間で得られる。 
その結果を用いて Fourier—Mukai partner
の数え上げを行う。 
（２）導来圏から決まる Bridgeland の意味
での安定性条件の空間などを調べる。 
元々は安定性条件の空間は３次元カラビヤ
ウ多様体のミラーシンメトリ-の文脈で現れ
るが、手始めに２次元局所カラビヤウ多様体、
つまり A_n 型特異点の極小特異点解消に関
して Brigeland の安定性条件の空間を調べる。 
（３）与えられた代数多様体の導来圏に対し, 
良い生成元を見つけ、それに関わって決まる
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非可換環上の加群の導来圏を調べる。 
また生成元を変えてみてそれに伴って、非可
換環の導来圏がどのように変わるか見る。 
 
３． 研究の方法 
（高次元）代数多様体の分類理論や、多元環
や有限群の表現論を駆使し、導来圏を調べる。 
 
（ １ ） 上 記 の よ う に 代 数 多 様 体 の
Fourier—Mukai partner の研究をしては、
手始めとして楕円ファイブレーションを持
つ よ う な 代 数 曲 面 の Fourier—Mukai 
partner を調べた。 
（２）上述のように Brigeland の安定性条件
の空間の研究の手始めとして、２次元局所カ
ラビヤウ多様体である A_n 型特異点の極小
特異点解消に関して Brigeland の安定性条件
の空間を調べた。 
そのためにはまず、その自己同値群の生成元
を調べることが必須であったのでそれを行
った。 
その後、その結果を使って、まず安定性条件
の空間の連結性を調べ、さらにホモロジカル
-ミラーシンメトリ-を使って、単連結性を調
べた。 
（３）生成元を見つける問題では、まず Van 
den Bergh の方法を一般化し、Van den 
Bergh の結果を高次元化した。 
さらにその方法を使って、グラスマンの余接
層の導来圏などの導来圏の生成元を見つけ
た。 
また、構造層のフロベニウス写像の直像を

使ってトーリック多様体の導来圏の生成元
を見つけた。 

 
 

４． 研究成果 
（１）私は大阪大の植田氏、広島大の石井氏

とともに A型特異点の極小特異点解消で得ら

れる多様体の Bridgeland の安定性条件の空

間を決定した。正確にはこの空間が単連結か

つ連結であることを示した。 
連結性は以前、この多様体の導来圏の自己同

値群の生成元を見つけたが、その結果の応用

である。 
また単連結性に関してはホモロジカルミラ

ーシンメトリーを用いた。 
安定性条件の空間はしばしば単連結かつ連

結であると信じられているが、なかなかそれ

を調べるのは難しく、我々の結果はその特殊

な場合を示した結果である。 
（２）有理楕円曲面同士のファイバー積で得

られる３次元多様体を使って、双有理 Torelli
の反例、つまり導来同値、ホッヂ構造が同型

であるような多様体で、双有理でないような

例を得た。 

導来圏を用いない結果としては Szendroi が

３次元カラビヤウ多様体の時に研究してい

たが、双有理でないことまでは示していない。 
また Borisov—Caldararu は双有理でないが

導来同値な３次元カラビヤウ多様体の例を

発見しているが、彼らはホッジ構造が同じで

あることまでは見ていない。  
私の結果は双有理トレリの反例を、導来圏

を用いて示す点が新しいところである。これ

は以前有理楕円曲面のフーリエ向井パート

ナーを示した時の結果を一部拡張すること

で得られた。 
（３）導来圏の生成元の概念は色々あるが, 
私の考えた生成元（generator）は、その

orthogonal が零対象になる、というのが定

義である。 
また、導来圏の対象が tilting 対象であると

は、その高次の自己準同型が自明になるも

のである。 
対象が tilting generator となるとき、導来

圏はその対象の自己準同型環上の加群の導

来圏を同値になることが知られている。 
このような同値はしばしば色々な状況で現

れ、マッカイ対応はその一例である。 
その現象自体面白いが、また代数多様体の

導来圏がある種の非可換環上の加群の導来

圏と同値になることにより、多元環の表現

論が応用できる点も重要である。 
私は戸田氏との共同研究で、それまで知

られていた、Van den Bergh 氏の結果、つ

まりファイバーの次元が高々１次元である

ような射影的写像を持つある種の代数多様

体に対し、その導来圏は tilting generator
を持つ、という結果をファイバー次元が２

次元の場合に拡張し、その応用として、グ

ラスマン多様体 G(4,2)の余接束の導来圏の

tilting generator を発見した。 
さらに向井フロップで結ばれる多様体の

導来同値もこの方法で示した。 
またトーリック多様体では標数によらず

フロベニウス写像（の類似）が定義される。 
私は構造層のフロベニウス順像を用いる

ことで３次元トーリックファノ多様体）の導

来 圏 の あ る 種 の 生 成 元 （ full strong 
exceptional collection）の存在を示した。full 
strong exceptional collection とは導来圏の

tilting generator のうち特に性質の良いもの

で、導来圏に、このような対象を持つ代数多

様体は非常に稀で、見つかっているのは有理

的なものに限られている。 
構造層のフロベニウス順像が導来圏を生

成することは Bondal が予想していたが、私

は論文の中でこの主張を示すことによって、



 

 

full strong exceptional collection を見つけ

ることができた。 
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