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研究成果の概要（和文）：曲面の写像類群の元である擬アノソフ写像類は, エントロピーという

不変量をもつ. 種数 g の n 個の穴あき曲面の最小エントロピーを L(g,n)とおく. g>1 に対して

L(g,n) のオーダーは log(n)/ n であることが Tsai によって示されている. これより n と L(g,n)

の積を log(n)で割った量 c(g,n)=n・ L(g,n)/ log(n) は, n に依存しないある定数で上から押さえ

られる. 本研究では, 無限個のg についてc(g,n)は上から2で押さえられることを証明し, 小さ

なエントロピーを持つ擬アノソフの無限個の新しい 例を発見した.   

 
研究成果の概要（英文）：Let L(g,n) be the minimal entropy of pseudo-Anosovs defined on an 

orientable surface of genus g with n punctures. Tsai proved that for any fixed g > 1, L(g,n) 

is on the order of  log(n)/ n. Thus in particular,  the number c(g,n):= n・ L(g,n)/ log(n) is 

bounded by a constant from above, which does not depend on n.  

We found a new family of pseudo-Anosovs with small entropy, defined on orientable surface 

of genus g with n punctures for each g>1 and for infinitely many n's. By using theses 

examples, we proved that for infinitely many g's, the number c(g,n) is bounded by 2.  
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１． 研究開始当初の背景.  

曲面の写像類群の元, すなわち写像類は, 擬
アノソフ型, 周期型, 可約型つのタイプに分
類できる. この中で最も一般的であるのは擬
アノソフである. 擬アノソフ写像類 f の不変
量としてエントロピーとよばれる量がある. 

これを ent(f)と表す. 曲面 S を固定すると, 

S 上の擬アノソフのエントロピー全体には最

小値 L(S)が存在することが知られている. 

種数 g の n 個の穴あき曲面 S(g,n) に対す
る最小エントロピーを  L(g,n) とおくと
「L(g,n) を求めよ. L(g,n)を実現する写像類
を挙げよ」という自然な問題が考えれる. こ
の問題は一般に非常に難しく, (トポロジーが
簡単な曲面を除く)ほとんどの曲面について
解決されていない.  
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  一方, 写像類が擬アノソフである必要十分
条件は, その写像トーラスが有限体積の完備
双曲構造をもつ 3次元多様体であることであ
る. 従って写像トーラスの双曲体積は, 擬ア
ノソフ写像類  f の不変量である . これを 

vol(f)と表す. 曲面 S を固定すると, S 上の擬
アノソフ写像類全体がなす体積の集合には
最小値 vol(S)が存在することが知られてい
る. 最小値 vol(S) の値を求めよ, という問
題もまた興味深いが, 特別な曲面を除き, そ
の最小値は決定されていない．本研究の目的
は, 擬アノソフ写像類の不変量の相互関係を
明らかにすることであった. 特に擬アノソフ
写像類のある種の複雑さを測っているエン
トロピーと体積という 2 つの不変量の間の
関係を調べることであった. 基本的な, この
2 つの不変量の間の関係や性質が理解できれ
ば, 写像類群の新しい性質, 構造が明らかに
なることが期待される. ２つの最小値 L(S) 

や vol(S) を決定する問題の手かがりになる
だろう.  

 ここで２つの不変量の比 r(f)= ent(f)/vol(f) 

を考える. 金-小島-高沢は次を示している:  

「曲面 S を固定すると, S 上の擬アノソフ写
像類 f のエントロピーと体積の比 r(f)は曲
面Sのみに依存する定数で下から押さえられ
る. この比がいくらでも大きくなる擬アノソ
フ写像の無限列が存在する. 」 

従ってエントロピーと体積の比を上から定
数で押さえることはできないことに注意し
ておく. 上の結果から, エントロピーと体積
という不変量は比較可能ではないが, これら
の不変量の間には, 上記の性質の他にも, 興
味深い性質があると予想される. 例えば高沢
の計算機実験の結果をみると, 曲面 S 上の擬
アノソフ全体の中で小さなエントロピーを
もつ写像類は小さな体積を持ち,またその逆, 

つまり小さな体積をもつ写像類は小さなエ
ントロピーを持っていることが観察できる.   

 

２． 研究の目的.  

M を 3 次元双曲ファイバー多様体とする. 

このとき, M の 各  fibration のモノドロ
ミーは擬アノソフであることが Thurston 

によって示されている . 従って , M の 

fibration ごとに(擬アノソフの)エントロピ
ーが定まる. さらに Thurston は, 自身が導
入した Thurston norm を用いることによ
って, M の第 2 ベッチ数が 2 以上ならば, 

ファイバーのとトポロジーがいくらでも複
雑になるような,  fibration の族が存在する
ことを示した. 従って, このような多様体 M

から擬アノソフ写像類の族が得られる. (つま
り, このような擬アノソフ写像類の写像トー
ラスは M と同相.)  M からこのようにし
て定まる写像類のエントロピーの集合を, M 

のエントロピースペクトラムとよぶ. エント

ロピースペクトラムは 3次元双曲ファイバー
多様体の不変量だが, これはどれくらい強い 

不変量なのか? エントロピースペクトラムは
(点の分布に関して)どのような性質を持つ
か? などの問題が考えられる. これまでの研
究では, 擬アノソフの最小エントロピーを決
定する問題において, エントロピースペクト
ラムに注目した研究は存在しなかった.  

本研究を開始した時点では, 具体的な多様体
のエントロピースペクトラムを詳細に調べ
た先行研究もなかった. 本研究では, 3 次元
双曲ファイバー多様体の族について, そのエ
ントロピースペクトラムを具体的に計算す
る. 小さな体積を持つ, 3 次元双曲ファイバ
ー多様体の族を選び, そのエントロピースペ
クトラムを考察することによって, 擬アノソ
フの最小エントロピーを決定することを目
標にする. また, いくつかの曲面族の最小エ
ントロピーの漸近的挙動に関する結果を得
ることも目標にする.   

 

３．研究の方法. まず, 多様体 M のエントロ
ピースペクトラムをどのように計算するの
か, が問題になる. つまり与えられた多様体
M と, 写像トーラスが同相となるような擬
アノソフ写像のエントロピーをどうやって
求めるか? ということが問題になる. 一般に, 

このような擬アノソフ写像の個数は無限で
あるから, 組織的にエントロピーを計算でき
なければならない . この問題については 

McMullen が既に解決している. McMullen 

は, ファイバー多様体 M の fibered face 

上に定まるタイヒミュラー多項式を導入し, 

この(1 つの)多項式から, fibered face に付随
する M の各 fibration のエントロピーが
計算できることを示している. 従って M の
タイヒミュラー多項式を求めることによっ
て, エントロピースペクトラムを組織的に計
算できる.   

  マジック多様体とよばれる 3次元双曲ファ
イバー多様体がある. この多様体は, ある 3

成分絡み目の補空間と同相である. この多様
体は, 3 つのカスプを持つ向き付け可能な双
曲多様体の中で, 最小体積を持つことが予想
されている. Gabai-Meyerhoff-Milley の結
果によると, カスプが２個以下の 3 次元双曲
多様体の中で, 体積がある定数以下のものは
マジック多様体の３つのカスプのいくつか
(あるいは全部)を Dehn filling することに
よって得られる. 言い換えると, マジック多
様体のエントロピースペクトラムを制限す
ることによって, カスプが２個以下の, 小さ
な体積を持つ興味深い多様体のエントロピ
ースペクトラムが得られることになる. また, 

Dehn filling する境界スロープを変えるこ
とによって, ２個以下のカスプをもつ, 無限
個のファイバー双曲多様体のエントロピー



スペクトラムがマジック多様体から得られ
る. つまり, マジック多様体は, エントロピ
ースペクトラムが実際に計算できる, 興味深
い多様体の豊富な(無限個の)例を手供する. 

本研究では, マジック多様体のタイヒミュラ
ー多項式を計算し, そのエントロピースペク
トラムについて考察する.   

 
４．研究成果.  
種数 g の n 個の穴あき曲面 S= S(g,n) に
対する最小エントロピーを L(g,n)とおく. 
たんに L(S) と表すこともある. n=0 の場合, 
L(g,0) を L(g) とおく. すなわち L(g) は
種数 g の閉曲面上の擬アノソフの最小エン
トロピーである. 本研究では,  適当な曲面
の族 {S_n}に対する 最小エントロピー
L(S_n) の漸 近 的 挙動 に つい て の 結果
(1),(2) と同じエントロピースペクトラム
を持つ多様体に関する結果(3)を得た.  
 
(1) (閉曲面の族の場合) Penner によって, 
L(g) は 1/g と同じオーダーであることが
示されている. これより特に g と L(g) の
積 g・L(g)は g に依存しないある定数で上
から押さえることができる. Eriko Hironaka 
は, ある２成分絡み目補空間のエントロピ
ースペクトラムを考察した. 彼女は g・L(g) 
は１点穴あきトーラス上のアノソフの最小
エントロピー L(1,1)という定数で, 上から
押さえられることを示した. この上からの
評価は, Penner による評価の改良になって
いる. Hironaka が考察した２成分絡み目補
空間は, マジック多様体の１つのカスプを
Dehn filling することによって得られる.  
そこで本研究では, マジック多様体の１つ
のカスプをDehn filling して得られる(無限
個の)ファイバー双曲多様体のエントロピー
スペクトラムを組織的に調べることにした.  
この本研究によって, マジック多様体の 
fibration のモノドロミーから得られる擬
アノソフ全体の中では g・L(g) の上からの
評価は, Hironaka による上からの評価が最
良であることがわかった. 残念ながら, g・
L(g) の既存の上からの評価を改良すること
はできなかったが, 小さなエントロピーを
持つ新しい擬アノソフの族を発見すること
が出来た. 特に, 種数 7 の閉曲面上の 
orientable stable foliation をもつ擬アノ
ソフ写像の最小エントロピーを決定するこ
とが出来た. さらに最小エントロピーL(g) 
の上からの新しい評価を与えることに成功
した. 種数 g に関するある条件のもとでは, 
我々の評価は, Hironaka が与えた L(g) の
上からの評価の改良になっている.(この研
究は高沢光彦氏との共同研究であるが, 
我々とほぼ同時期に Aaber-Dunfield もま
た, 我々とほぼ同様の結果を得ていること

に注意しておく.)   
 
(2) (種数を固定した穴あき曲面の族) 2010 
年, Tsai は g>1 に対して L(g,n) のオーダ
ーは log(n)/ n であることを示した. これ
より特に, n と L(g,n)の積を log(n) で割
った量 c(g,n):=n・ L(g,n)/ log(n) は nに
依存しないある定数で上から押さえられる. 
これは g=0,1 の場合と対照的な結果である. 
(g=0,1 の場合は,  L(g,n) のオーダーは 
1/ n であることが知られている.)  証明の
中で, Tsai は g に対してエントロピーの 
オーダーが  log n/ n となるうような, 
S(g,n) 上の擬アノソフ f(g,n) の列を構成
している. これまでの研究では, Tsai の例
よりも小さいエントロピーを持つ擬アノソ
フの族は知られていなかったが, 本研究 
(高沢光彦氏との共同研究)によって, 無限
個のある g と任意の n  に対して,  
Tsai の例 f(g,n) よりもエントロピーが小
さい擬アノソフが存在することがわかった.  
詳しく述べよう. Tsai の例を用いると
c(g,n)は上から 2(2g+1) で押さえられる. 
一方, 我々の例を用いるとc(g,n)を上から2
で押さえることができる. 本研究の例から
得られる写像トーラスは, マジック多様体
と同相, 又は, マジック多様体をあるファ
イバーの境界スロープにそって  Dehn 
filling して得られるファイバー多様体と
同相である. すなわち我々の(無限個の)例
は, マジック多様体から得られる.  
 
(3) 同じエントロピースペクトラムを持つ,
多様体のペアー(M_1, M_2) が存在すること
を示した. このようなペアーは無限個存在
することもわかる. ここに現れる多様体は
全て, マジック多様体の１つのカスプを
Dehn filling することで得られる. 同相な
多様体のエントロピースペクトラムは明ら
かに同じであるが, 上記の多様体のペアー
は, 一般に異なる双曲体積を持つので, 同
相ではない. エントロピースペクトラムが
同じ多様体の間には, どのような関係があ
るのか? という自然な問題が考えられるが
それについては現在研究を進めている.   
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