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研究成果の概要（和文）： 
結び目をほどくのに必要な交差交換（交差の上下を変える操作）の最小回数を決める公

式はまだ見つかっていない．本研究ではその最小回数について，結び目の図から推測され
る値の範囲を従来より精密な形で与えた．本質的には，4 次種数，ラスムッセン不変量，
オジュバットとサボーの不変量と呼ばれる結び目不変量，すなわち結び目の複雑さをそれ
ぞれある規則によって数値化したものを評価している． 
 
研究成果の概要（英文）： 

We have never found any formula to determine the minimum number of crossing 
changes needed to unknot any given knot. In this research, we estimate this minimum 
number via a diagram of the knot, more strictly than known results. Essentially, we 
estimate the four-genus, the Rasmussen invariant, and Ozsvath and Szabo’s invariant.  
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１．研究開始当初の背景 
結び目理論は幾何学の一分野であり，多様

体の分類との関連などに注目されて発展し，
近年では物理学，化学，生物学への応用に大
きな可能性を持っている．その中で結び目不
変量は，結び目の分類の手段として数多く構
成され研究がなされてきた．しかし，例え定
義が容易であっても一般的に決定するのが
困難なものが多い．例えば結び目解消数とい
う不変量は，交差の上下を何回交換すればほ

どけるかというものであるが，一般的な決定
方法は見つかっていない． 
その試行の一例として，結び目を 4次元多

様体内での 2次元部分多様体と 3次球面の横
断的交差として捉える方法が以前より行わ
れてきた．特に 1990 年代にゲージ理論やサ
イバーグ-ウィッテン理論によって大きく発
展した．本質的には 4次種数やスライスオイ
ラー数という結び目または絡み目の 4次元ト
ポロジー的不変量がこれらの理論によって
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決定あるいは評価されたのである． 
2000 年以降はこれらの理論に対し結び目

フレアーホモロジー理論やコバノフホモロ
ジー理論によってより組み合わせ的な考察
が与えられた．その中で新たにオジュバット
とザボーの結び目不変量やラスムッセン不
変量が構成され，上記の 4次元トポロジー的
不変量の評価の多くが本質的にはこれらの
新しい不変量の評価式となっていることが
明らかになった． 
 川村自身は以上の議論において本質的に
与えられていた各種の結び目不変量評価に
ついて分析と改良を始めていた．本研究はそ
れを引き継ぐ形で開始されたものである． 
 
 
 
２．研究の目的 
各種の結び目不変量を結び目射影図から

得られる情報により直接評価する方法につ
いて，既知の評価式の幾何学的意味を分析す
ることで精度を高めるともに，新たな不変量
評価式を構成する，というのが当初の目的で
あった． 
 
 
 
３．研究の方法 
研究資料となる文献の収集や研究打合せ

を積極的に行うことで，これまでの国内外の
関連研究を入念に調査し，各結び目不変量評
価式の誤差の幾何学的意味を分析すること
で，評価式の精密化を図った．文献は書籍購
入の他にインターネットを利用することで
多く集まった．打合せは軽微なものはインタ
ーネットを利用したが，詳細に踏み込んだ議
論は，訪問または招聘を実施したり研究集会
などの空き時間を利用したりして直接対面
することで行った．また，口頭発表も複数回
行い，その反応によって研究方針の修正も行
った． 
不本意ながら国外での研究発表や研究打

合せは実現しなかったが，幸いにも研究期間
中に国内で国際会議およびそれに合わせた
ワークショップやセミナーが何度か行われ，
それらに参加することで国外の研究者との
対面の機会に恵まれ，対面が叶わなかった研
究者ともインターネットを利用した連絡や
資料送付を行うことで，国外活動の不足を補
った． 
 
 
 
４．研究成果 
(1) 研究の主な成果 

ラスムッセン不変量は当初は結び目不
変量として構成され，後に複数の研究者が

紐の個数が複数である絡み目へと定義を
拡張した．本研究はとくにベリアコワとヴ
ェルリによって定義された絡み目不変量
について主に研究した．以下彼らの不変量
のことを「ラスムッセン不変量」と呼ぶ． 
ここで重要となるのは絡み目の向きと
その射影図における交差の扱いである．上
になる部分が左から右へ向かっている下
をくぐる形になっている交差を「正」，そ
の逆である交差を「負」とする．交差すべ
てが正となる射影図で表される結び目や
絡み目（以下，正の結び目や正の絡み目と
呼ぶ）についてここで挙げてきた不変量は， 
その射影図の交差数とザイフェルト円周
の数（大まかに言えば図に現れる「うず」
の合計数）で決まることが既に知られてい
た．そういう状況下で研究を遂行し，以下
の成果を得た． 
 
① ラスムッセンの絡み目不変量のベネカ
ン型評価式の精密化． 
 結び目のラスムッセン不変量について
プラメネフスカヤやシュマコヴィッチ
によって示されていた「ベネカン不等
式」に似た評価式を改良したものである．
結び目および分離できない絡み目につ
いて不変量の下からの評価を，正および
負の交差数やザイフェルト円周の数に
加えて，「含んでいる」正の絡み目の分
離成分数によって与えた．なお，結び目
や絡み目が正のときは不等式の等号が
成立する．じつは本研究開始前より大ま
かな結果は得ていたのだが，とくに本研
究開始後にその議論を改善した．具体的
には，与えられた絡み目射影図に対して
適当な正の絡み目とのコボルディズム
（二つの絡み目を繋ぐ4次元空間内の曲
面）を構成していくのだが，その曲面を
より「短いもの」にした． 
 
② オジュバットとサボーの結び目不変量
のベネカン型評価式の精密化． 
 オジュバットとサボーの結び目不変量
についてリヴィンストンが示したベネ
カン型評価式を改良したもので，①とほ
ぼ同じ議論で得られる類似結果である．
ただし，結び目についてのみの議論を基
にしているために，結び目同士のコボル
ディズムを構成しなければならない点
が①との大きな相違点である． 
 
③ 負の絡み目のラスムッセン不変量の決
定公式． 
 交差がすべて負となる射影図で表され
る絡み目についてラスムッセン不変量
を決定したもので，①の応用例として得
られた結果である．結び目に対してはラ



スムッセン不変量の鏡像についての歪
対称性により正の結び目から決まるの
であるが，一般の絡み目については自明
なものですらその歪対称性の反例にな
っているため別の議論が必要であった．
実際には，与えられた絡み目と適切な負
の結び目とのコボルディズムを構成す
る簡単な議論で済んだ．得られた負の絡
み目についての不変量決定公式は，分離
成分数も要求している点が正の絡み目
の場合と大きく異なっている． 

  
  以上の結果は同時に結び目解消数やス
ライスオイラー数についてのベネカン不
等式の精密化を与えている．系としても得
られるが，同様の証明の議論を直接スライ
スオイラー数について適用することも可
能である． 
 
 

(2) 得られた成果の国内外における位置づ
けとインパクト． 

  本研究開始当時国内では，絡み目ホモロ
ジー理論について関心度は高かったもの
の，関連した実績のある研究者は大変少な
かった．年々増えてきたがまだ「多い」と
は言い難い．一方国外では，とくに絡み目
ホモロジー理論発祥の米国にて若手も巻
き込んだ研究が当時から現在に至るまで
盛んにされて，多くの継承者も育っている． 

  
①について． 
結果そのものについては同時期にロブ
が独立して，不変量の基盤であるリー版コ
バノフホモロジーを考察する方法によっ
て示している．彼の論文が先に出版された
ため，こちらの公表は口頭発表でとどめ，
その良い応用例を自身で得るまで論文発
表を控えていた経緯があるが，成果③を得
たのを受け論文を再校正中である．このよ
うに競争が発生するほど注目度の高いテ
ーマであり，この成果は安部による等質結
び目のラスムッセン不変量決定公式のき
っかけにもなっている．ここで「等質」と
いう性質を満たす結び目には，よく研究が
されているトーラス結び目も含まれてい
る． 
また川村の先行研究結果は，市原とジョ
ンによる 3 次元多様体の分類に応用され，
さらに改良されたこの結果も同様の応用
が期待されている． 
 
②について． 
未確認であるが，この不変量も絡み目へ
の定義の拡張がされ，それが完成すればこ
の成果も同様に拡張されることが見込ま
れている．なお，公表されていないようで

あるが，リヴィンストンも独立して同じ結
果を得たそうだが，メールでの議論により，
こちらの証明の方が効率の良い議論であ
ることがわかった．こちらも競争になるほ
ど注目度の高いテーマである．ただし不変
量の定義がまだ結び目に限られている時
点ではそれが議論の難しさとなっている
ためか，①ほどは組合せ的な議論が進んで
いない印象である． 

  
 ③について． 
  この結果を得る前にバートンが，リー版
コバノフホモロジーの構成を少し変えて，
鏡像について（歪）対称であるホモロジー
不変量を新たに構成していた．当面は彼の
結果の陰に隠れることになりそうである
が，こちらの研究では鏡像についての歪対
称性に固執しなかったおかげで，この不変
量が一般の絡み目の複雑さの指標として
重要であること，その一因が分離成分数に
あることが確認された点は評価されるべ
きと確信している．なお，この結果の証明
方法は安部の等質結び目についての議論
と類似している． 

  
 
(3) 今後の展望． 
各種不変量の評価に関しては，まだ一般の

絡み目についての不変量決定には至ってい
ない原因の分析についての多くの課題とヒ
ントがこの成果から与えられた形となった．
不等式の両辺間の差，歪対称性とのズレなど
の幾何学的な意味の解決が，不変量決定公式
への足掛かりとなりそうである． 
また，3 次元多様体や 4 次元多様体の研究

への応用も上で触れた例以外でもなされる
ことを期待している．じつはもとのベネカン
不等式は3次元多様体の接触幾何構造から得
られた背景があるため，本研究開始当初は接
触幾何や特異点論との関連をより明らかに
することも予定していた．想定以上に困難だ
ったため研究期間中に成果を挙げることは
かなわなかった．その間にクロンハイマーと
ムロウカがゲージ理論によるコバノフホモ
ロジー理論の再構築を発表した．ますます注
目度が高く議論が複雑な発展が予想される． 
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