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研究成果の概要（和文）： 
 極小曲面全体の集合である「極小曲面のモジュライ空間」を研究する上で，モジュライ
空間上の周期写像を考えることが重要なのであるが，様々な極小曲面の具体例の周期を計
算してみると，周期の性質には何らかの対称性があるような印象がある．それは方程式論
におけるガロア理論に見られるような，何らかの可解性によって記述できる対称性である
ことが期待される．そこで本研究では極小曲面のモジュライ理論をガロア理論の観点から
確立したい． 
研究成果の概要（英文）： 
 We usually call the set of all minimal surfaces “Moduli space of minimal surfaces”. To 
consider the Moduli space of minimal surfaces, it is important to study Period map on 
the Moduli space of minimal surfaces. We have calculated periods of many examples of 
minimal surfaces. From the experiences, we conjecture that there may be symmetry by 
solvable group in Galois Theory. Thus, we will establish the Moduli theory of minimal 
surfaces in terms of the Galois Theory.  
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１．研究開始当初の背景 

Riemann多様体内の部分多様体で, その
面積関数の第１変分が 0 となる多様体を
極小部分多様体といい, その第２変分が 0 
以上になる部分多様体を安定極小部分多様
体という. 本研究はR n 内の周期的極小曲
面(平坦トーラスT n 内の種数gコンパクト
極小曲面)およびそのモジュライ空間にお
けるガロア理論を確立し，その構造を解明

することを目標とする．水中の脂質や界面 
活性剤は分子密度が高ければその膜は
Schwarz曲面などの周期的極小曲面を形成
する．また近年，周期的極小曲面を型とす
る模型上の電子流の研究がなされており，
その共役極小曲面の模型上の電子流との相
関関係が研究されている．このことから，
周期的極小曲面は数学に限らず分子化学や
電子工学においても重要な研究対象である．   
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２．研究の目的 

以下では具体例の構成およびモジュライ
理論の両面から動機付けられる本研究の目
的を述べる． 

まず具体例の観点から述べるが，極小曲
面の研究手段として有力な方法は等温座標
系により曲面にRiemann面の構造を入れ，複
素関数論を用いてその構造を調べるという
ものである．このとき， R n 内あるいはT n 

内の極小曲面は正則微分ω1，ω2，・・・，
ω n の線積分の実部として表される 
( Weierstrass表現公式 )：   
Re∫(ω1，ω2，・・・，ωn ) ・・・ (＊) 

こ の 線 積 分 が 道 の と り 方 に よ ら ず
well-definedになるための条件のことを周
期条件という．即ち，極小曲面の具体例を
構成するには適当なRiemann面およびその
正則微分を用いて周期条件をみたすような
線積分(*)を与えればよい．しかし，周期条
件を解決できない場合が多く，また，
Riemann面にある程度の対称性をもたせな
ければ周期を具体的に計算することもでき
ない． 
周期条件を回避するために編み出された

手法として，現在極小曲面の構成法として
有力視されている手段は(コンピュータ
ー・グラフィックスを用いて見通しをつけ
た後で)適当な対称性のある折れ線に対す
るPlateau問題の解曲面をその境界に沿っ
て鏡像の原理を用いて増やしていく手法で
ある．これらの方法は上記のWeierstrass
表現公式を用いずに極小曲面を構成できる
ので周期条件を考えなくてもよいという利
点がある反面，R 3 内の議論にしか適応でき
ず一般のR n 内の議論にはもち込みにくい．
一方，筆者による構成法は周期を直接計算
により求める手法であり，次元に無関係に
適用できるものである．実際，この手法に
より得られた具体例は既知の具体例とは異
なる性質をみたすものであり，従来の手法
では現れなかった研究対象である．しかし，
この手法での最大の障害は周期条件であり
これを解決する上での明確な定式化はなさ
れていないことから，周期条件を実用的に
解明することが重要である． 

次に周期的極小曲面全体のモジュライ空
間における研究について述べるが，これに
関 し て は Arezzo-Pirola に よ る 小 平
-Spencerの変形理論を用いた研究が知られ
ている．曲面にはRiemann面の構造を入れて
いるのでこれらをTorelli空間上でパラメ
トライズし，曲面上の 1-cycleによる
symplectic基底を考えることによって定義
されるTorelli空間上の周期写像の単射性
を考える(無限小Torelli問題)．上記の周期
条件とモジュライ理論における周期写像と

は大きく関わるものであり，Torelli問題を
通して周期条件を考えるというのが
Arezzo-Pirolaの手法である．事実，Torelli
問題が解決できるような特殊なモジュライ
空間の連結成分を用いて周期条件を解決し
極小曲面の存在定理が与えられている．し
かし，全ての極小曲面のモジュライ空間を
記述できているわけではなく，筆者により
Arezzo-Pirolaによって発見されたモジュ
ライ空間の連結成分以外の連結成分が発見
されている．また，Torelli問題が解決しに
くい状況は除外されている．例えば超楕円
型極小曲面全体のモジュライ空間に関して
は種数が奇数の場合しか考察されておらず，
種数が偶数の場合は全く研究がなされてい
ない．このことから，Torelli問題が解決し
にくいようなモジュライ空間の連結成分に
おいて，どのようにして周期条件を解決し
ていくかが重要になる． 
平坦トーラス内のコンパクト極小曲面の

モジュライ理論とコンパクトRiemann面の
モジュライ空間とは密接な関係がある．事
実，n 次元平坦トーラス内のコンパクト極
小曲面f: M → Tn はJacobi多様体Jac(M)を
経由する，即ち，トーラス間の準同型 h : 
Jac(M) → Tn で f = h ∘j となるものが存
在する(ここで j はJacobi多様体への正則
埋め込みであるAbel-Jacobi写像を表す)．
つまり極小曲面はAbel-Jacobi写像の実n 
次元部分をつかさどり， n 次元内に
well-definedに定義できることを保証する
のが周期条件である．Abel-Jacobi写像は
Riemann面のモジュライ理論における重要
な研究対象であることから平坦トーラス内
の極小曲面のモジュライ空間はRiemann面
のモジュライ空間の実の情報を引き出すこ
とが予想される．上に述べたようなモジュ
ライ理論における研究手段は複素幾何学に
よる手法であり，非常に有力ではあるが実
の情報を全て除外した手法である．実際，
超楕円型Riemann面に関しては種数が偶数
のものはどのような3 次元平坦トーラスに
も極小はめ込みできないという位相的な障
害が知られているが，この結果は特殊な
Spin構造の存在性から導かれることから複
素の情報のみによって導かれる．しかし，
これの高余次元ヴァージョンである4 次元
平坦トーラス内の超楕円型極小曲面の存在
に関しては同じ議論ができず，周期条件の
詳細を調べなければその存在すら示すこと
ができない．このことから，本研究では周
期条件をより深く研究することを通して，
極小曲面における実の情報を全て与えるこ
とを旨とするものである． 

周期条件を調べるにあたって様々な具体
例を計算してみると，周期条件をみたすみ
たさないに関わらずRiemann面の双正則同



 

 

型によって周期が全て記述できる場合が圧
倒的に多い．これは前述の通りRiemann面に
適当な対称性を与えなければ周期を具体的
に計算できないことからの帰結であるが，
この対称性がそのまま周期条件に影響を与
える．即ち，Riemann面間の双正則同型と周
期条件とに何らかの相関関係があることが
推測される．これは方程式論におけるガロ
ア理論と類似するものであり，Riemann面の
周期の情報が定義する何らかの”ガロア
群”が”可解になる”という現象で説明で
きることが予想され，これを解明すること
により周期条件が応用しやすい形になるこ
とが期待される． 
 

３．研究の方法 
まずコンパクト Riemann面を以下で述べる

d –gonality によって類別し，特殊な d に対
する Riemann面の具体例を周期計算によって
構成することから始める予定であった．一般
に，コンパクト Riemann面は球面の分岐被覆
の構造をもつが，このような分岐被覆の次数
の最小値を d とし d –gonal な Riemann 面と
いう．特に d =2 の場合が超楕円型 Riemann
面であり，d >2 の場合が非超楕円型 Riemann
面である．最初の課題としては種数が偶数で
あるような 4 次元平坦トーラス内の超楕円
型極小曲面の具体例を考える．従来の構成法
は 3 次元平坦トーラス内の超楕円型極小曲
面を適当な 4 次元平坦トーラスに変形する
というものであるが，種数が偶数となるよう
な 3 次元平坦トーラス内の超楕円型極小曲
面は存在しないことからこの問題は大きな
未解決問題の一つである．種数が 2 の場合は
Jacobi 多様体への正則埋め込みになるので
自明であることから種数が 4 以上の場合を
取り扱う．Riemann 面としては適度な対称性
をもつものを考え，周期条件を解決できない
場合はその原因をまとめる．考えられうる原
因としては，種数が偶数であることによって
限定される正則微分の次数が Riemann面の対
称性と何らかのギャップを起こすことがあ
げられる．そのギャップを考察することを通
して周期のガロア理論的な対称性を見出す
という計画であった． 
次に非超楕円型Riemann面における周期の

研究に着手する予定であった．最初のステッ
プとしてd =3の場合，即ちtrigonal Riemann
面を取り扱う．trigonal極小曲面は超楕円型
極小曲面に類似した性質がある．事実，筆者
によって3 次元平坦トーラス内のtrigonal極
小曲面における種数は 3を法として 1 にな
ることが示されている． つまり超楕円型極小
曲面に対する位相的障害と同じ現象がtrigon
al極小曲面に対して成り立つのである．よっ
て超楕円型極小曲面の周期に関するガロア理
論が応用できる可能性がある．現在，3 次元

平坦トーラス内のtrigonal極小曲面の具体例
は筆者による種数4 のものとSchoenによる種
数10 のものが知られているが，種数が7 の
ものは知られていない．上記のtrigonal極小
曲面における位相的障害は周期の情報は一切
用いずに示すことができることから，周期の
情報を加味すれば種数がさらに限定される可
能性がある．さらに，一般の非超楕円型極小
曲面に対する周期条件におけるガロア理論を
考えるという計画であった． 
 

４．研究成果 
 まず 4次元平坦トーラス内の種数が偶数な
る超楕円型極小曲面の構成を試みた．しかし
具体的に種数が 4の場合を色々と計算してみ
たものの，結局，4 次元平坦トーラスへの極
小曲面を構成することができなかった．そこ
で非超楕円型極小曲面の具体例の構成を試
みた．種数が 4 の trigonal 極小曲面の具体
例で Jacobi 多様体を計算し，8次元平坦トー
ラスへの極小曲面のみでなく，6 次元平坦ト
ーラスへの極小はめ込みなど，様々な次元の
平坦トーラスへの極小曲面の族を構成する
ことができた．この研究内容は研究論文とし
て海外雑誌に掲載される運びとなった． 
その後，極小曲面のモジュライ空間の研究

に着手することとなり，研究を積み重ねてい
くうちに，ガロア理論の観点からの視点では
なく，面積関数の第 2 変分から定義される
index を用いたモジュライ理論を進展させる
こととなった．極小曲面は面積関数の臨界点
であるが，この面積関数に Morse 理論を適用
して，面積関数の第 2変分の 0固有値の個数
である nullityおよび負の固有値の個数であ
る index が定義される．index は面積関数に
おいてその極小曲面がとる値よりも小さい
値をとるような変形の個数を示しており，与
えられた極小曲面が面積最小からどれだけ
離れているかを見る量である． 

極小曲面の index は Simons によって 1968
年に導入された概念であるが，具体例の計算
方法が進展したのは 1990 年代であり，
Montiel-Ros，江尻-小谷，Ross，納谷らによ
る研究が知られている．しかし，この 20 年
間，具体例の index および nullityが計算さ
れたという研究結果は皆無に等しく，前述し
た具体例の変形族の indexや nullityも知ら
れていない現状である．また，極小曲面全体
のモジュライ空間の研究も，変形理論を用い
た先行研究では nullityの情報のみを取り入
れた理論しか確立されておらず，index とい
う微分幾何学的な情報を含めた理論の進展
は見られなかった．このようなことから，
index も加味した極小曲面のモジュライ理論
を確立するということも重要な課題ではあ
ったのであるが，非常に難しい内容で今回の
研究テーマの次のステップとするつもりで



 

 

あった． 
しかし，2 年前にふとしたことで名城大学

の江尻典雄氏との共同研究が始まり，これま
で知られていなかった極小曲面の族の index
および nullity を計算することに成功した．
さらに，こうした族に含まれる極小曲面の中
で，自身が囲う体積が一定となるような変分
に対して面積関数の第二変分が 0以上になる
(以後，この性質を体積保存安定性と云う)も
のを分類することにも成功した．3 次元
Euclid 空間内の閉曲面で体積保存安定性を
満たすようなものは球面に限ることが知ら
れており，これがシャボン玉が球面であるこ
との数学的理由である．このように，自然現
象は体積保存安定性によって記述される場
合があり，物理において研究されてきた極小
曲面の変形族の体積保存安定性を調べるこ
とにより，自然現象に見られる変形を数学的
に記述できると推測される． 
 以上のように，最終的には極小曲面のガロ
ア理論の研究から Morse indexを用いたモジ
ュライ理論の研究へと方向転換することに
なったのであるが，非常に大きな成果を残す
こととなり，次の研究課題へと移行すること
ができた． 
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