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研究成果の概要（和文）：本研究では, 調和写像分散流（シュレディンガー写像）の初期値問題
の適切性を考察した. その過程で球面方向の滑らかさを考慮に入れたシュレディンガー方程式
に対するストリッカーツ型評価の興味深いケースが得られた.	
  
 
研究成果の概要（英文）： 
We consider the well-posedness of the Cauchy problem to Schrödinger maps. In the 
process of study, we proved endpoint Strichartz estimates for the Schrödinger and 
Klein-Gordon equation adding angular regularity. 
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１．研究開始当初の背景 
 
	
 2	
 つのリーマン多様体の間の調和写像	
 

	
 (ラプラス方程式	
 Δu=0	
 の一般化)	
 は,	
 

測地線や極小部分多様体などを例に含む概

念であり,	
 これまでに多くの研究がなされ

ている.	
 また,	
 調和写像を自然に時間発展

させた写像は,	
 調和写像熱流	
 (熱方程式	
 

∂t	
 u	
 =	
 Δ	
 u	
 の一般化)	
 として知られてお

り,	
 調和写像の研究に重要な役割を果たし

たことは良く知られている.	
 

	
 調和写像分散流は,	
 リーマン多様体の特

別なものであるケーラー多様体に値を取る

調和写像を,	
 ケーラー多様体に付随する概

複素構造を用いてシュレディンガー方程式	
 

(∂t	
 u	
 =	
 iΔu	
 )	
 のように時間発展させたも
のとして定式化される.	
 調和写像分散流の

上記のような定式化は通常のシュレディン

ガー方程式の形式的な一般化に見えるが,	
 

対応する物理的モデルがあることが知られ

ている.	
 実際,	
 R2	
 から	
 2	
 次元単位球面	
 S2	
 

への調和写像分散流は,強磁性体のスピン

を記述するハイゼンベルクモデルと同じも

のとなっている.	
 

	
 

	
 幾何学的な背景を持つ偏微分方程式とし

て,	
 波動写像と調和写像分散流は近年盛ん

に研究がなされている.波動写像はアイン
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シュタイン方程式に対称性を仮定すること

で導出されることが知られているが,	
 波動

写像が近年研究される契機となったのは,	
 	
 

	
 

[KM]	
 S.Klainerman,	
 M.Machedon,	
 

Space-time	
 estimates	
 for	
 null	
 forms	
 and	
 

the	
 local	
 existence	
 theorem,	
 Comm.Pure	
 

Appl.Math.46	
 (1993),	
 1221--1268.	
 

	
 

による,	
 非線型波動方程式の非線型項が零

形式という特別な形ならば,	
 一般の非線型

項を持つ非線型波動方程式より滑らかさの

低い初期値に対し時間局所解が構成出来る

という結果である.	
 数理物理に現れる非線

型波動方程式の非線型項は,	
 しばしば零形

式で表され,	
 そのような方程式でこれまで

不可能であった自然なエネルギー空間での

可解性が期待された.	
 非線型偏微分方程式

の研究において,	
 初期値の大きさによらず

時間大域解が構成出来るかどうかは重要な

問題であり,	
 エネルギー空間での可解性は

,	
 エネルギー保存則を利用することが可能

になるという点で,	
 問題解決への重要なス

テップとなる.	
 

	
 

	
 波動写像の満たす方程式は丁度,	
 非線型

項が最も簡単な型の零形式である非線型波

動方程式となっているため,	
 上記の結果及

びその後の進展が応用出来る問題の一つと

して,	
 次の予想がなされていた.	
 

	
 

(I)	
 初期値	
 (u(0),	
 ∂tu(0))!  Hs(Rn)×	
 
Hs(Rn)),	
 s>n/2	
 ならば初期値問題は時間局

所適切,	
 

	
 

(II)	
 初期値	
 (u(0),	
 ∂tu(0))!  Hs(Rn)×	
 
Hs(Rn)),	
 s=n/2	
 かつそれらが小さいならば

時間大域適切,	
 

	
 

(III)	
 初期値	
 (u(0),	
 ∂tu(0))!  Hs(Rn)×	
 
Hs(Rn)),	
 s<n/2	
 ならば初期値問題は不適切	
 

	
 

ここで,	
 	
 初期値問題が時間局所または時

間大域適切であるとは,	
 初期値問題の解が	
 

(時間局所または時間大域的に)	
 一意に存

在し,その解は初期値に対し連続的に依存

するということある.また,	
 Hs(Rn)	
 は	
 Rn	
 	
 

上のソボレフ空間で,	
 s	
 階以下の微分が	
 2	
 

乗可積分である関数の空間を表す.	
 

	
 予想に現れる	
 n/2	
 という数字は,	
 波動

写像の方程式を不変に保つ時空の尺度変換

を用いて予想された値である.	
 

	
 

	
 波動写像に関する上記の予想は現在では

ほぼ肯定的に解決されている.	
 特に臨界的

場合である予想	
 (II)	
 の解決には,	
 方程式

の非線型項の零形式の構造を用いるだけで

は不十分であり,	
 多様体への写像であると

いう幾何学的性質を用いることが重要な役

割を果たした.	
 

	
 

	
 調和写像分散流に関しても波動写像と同

様の予想がなされており,	
 n/2	
 という数字

も同じであるが,予想	
 (I)	
 に関しても完全

には示されていなかった.	
 これは,	
 波動写

像,	
 調和写像分散流の方程式はそれぞれ,	
 

非線型項に微分を含む型の非線型波動方程

式,	
 非線型シュレディンガー方程式となる

が,	
 非線型項に微分を含む型の非線型シュ

レディンガー方程式の扱いが非線型波動方

程式より難しいことによる.	
 

	
 

	
 この問題に関しては,	
 n=2	
 の場合に関す

る論文	
 

	
 

[KK]	
 Jun	
 Kato,	
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 Koch,	
 

Uniqueness	
 of	
 modified	
 Schrödinger	
 maps	
 

in	
 H3/4+! (R2),	
 Comm.Partial	
 Differential	
 
Equations	
 32	
 (2007),	
 415--429.	
 	
 

	
 

があり,	
 s>7/4(>2/2=1)	
 であれば初期値問

題が時間局所適切であることが示されてい

た.	
 初期値	
 u(0)	
 が小さい場合は,	
 s>n/2	
 

で初期値問題が時間局所適切であることが	
 

	
 

[B]	
 I.Bejenaru,	
 On	
 Schrödinger	
 maps,	
 

preprint	
 (arXiv:	
 math.AP/0604255).	
 

	
 

により示されていた.この結果において,	
 

初期値の小ささの条件が外せるかどうかは

未解決であった.	
 

	
 

一方,	
 予想	
 (II)	
 に関しては,	
 最近	
 n! 4	
 
の場合には	
 

	
 

[BIK]	
 I.Bejenaru,	
 A.D.Ionescu,	
 

C.E.Kenig,	
 Global	
 existence	
 and	
 

uniqueness	
 of	
 Schrödinger	
 maps	
 in	
 

dimensions	
 n! 4,	
 preprint	
 (arXiv:	
 
math.AP/0607579).	
 

	
 

により示されているが,	
 n=2,	
 3	
 の場合は未

解決であった.	
 

	
 

	
 

	
 



 
２．研究の目的 
 
	
 本研究の目的は,	
 最も単純な場合である	
 

R2	
 から	
 2	
 次元単位球面	
 S2	
 または	
 2	
 次

元双曲空間	
 H2	
 への調和写像分散流の,	
 初

期値問題の小さな初期値に対する時間大域

適切性を,	
 エネルギー空間	
 H1(R2)	
 を目標

として出来るだけ低い滑らかさのソボレフ

空間に属する初期値に対して考察すること

であった.	
 

	
 	
 

 
３．研究の方法 
 
	
 この問題に関しては,まず初期値の滑ら

かさの条件をある程度緩めて時間大域解の

存在について考察を進めた.	
 そのための基

礎となる,	
 球面方向の滑らかさを考慮に入

れたシュレディンガー方程式に対するスト

リッカーツ型評価について整備した.	
 

	
 

	
 一方,	
 空間次元	
 n=2,3	
 の場合にはエネ

ルギー空間の近くでこの問題を扱うには,	
 

方程式の非線型項の零形式に相当する構造

を用いることが必要となる.	
 また,	
 波動写

像の場合と同様に,	
 滑らかさが臨界的な場

合を扱うには,	
 方程式の非線型項が零形式

の形であることを用いるだけでは不十分で

あり,	
 方程式の幾何学的性質（ゲージ変換

）が重要な役割を果たすと考えられる.	
 

そのため,	
 波動写像の場合に	
 Tao	
 が	
 

	
 

[T1]	
 T.Tao,	
 Global	
 regularity	
 of	
 wave	
 

maps	
 I,	
 Small	
 critical	
 Sobolev	
 norm	
 in	
 

high	
 dimension,	
 

Internat.Math.Res.Notices	
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 regularity	
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で導入した超局所的なゲージ変換もしくは	
 

	
 

[T3]	
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 energy	
 wave	
 maps,	
 (arXiv:	
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で導入された付随する熱流を利用する方法	
 

を利用して考察を進める.	
 

	
 

	
 
４．研究成果	
 

	
 
研究成果の一つとしては,	
 球面方向の滑

らかさを考慮に入れたシュレディンガー方
程式およびクライン・ゴルドン方程式に対す
るストリッカーツ型評価が挙げられる(下記
文献	
 2).	
 またそれらの非線形方程式に対す
る簡単な応用については下記文献	
 1 にまと
められている.また,	
 時空共鳴法の適用につ
いても考察し,	
 下記文献 3の結果を得た.	
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