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研究成果の概要（和文）： 

位相的障碍が存在しクザン第 2 問題が解けない場合の研究はそれほど進んでいない。クザン

第 2 問題の条件を弱め、与えられた集合を零集合の一部分としてもつ正則関数を求める問題は、

スタイン多様体においては任意のクザン第 2 分布に対して解けることが知られている。一方で、

幾何学的にはこの問題の解が定める零集合は、与えられた集合に干渉する可能性がある。そこ

で余零問題について考察し次の結果を得た：2 次元スタイン多様体では肯定的に解ける。また、

3 次元以上では反例を具体的に構成した。 

  

研究成果の概要（英文）：  
We may relax the condition in the Cousin II problem, and consider the extra zero problem. 
We proved that the extra zero problem was solvable for every Cousin II distribution 
on 2-dimensional Stein manifolds. Moreover, for every n≧3, we gave counterexamples 
of the extra zero problem.  

 

交付決定額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

２００８年度 700,000 210,000 910,000 

２００９年度 500,000 150,000 650,000 

２０１０年度 500,000 150,000 650,000 

総 計 1,700,000 510,000 2,210,000 

 
 

研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・基礎解析学 

キーワード：クザン問題、複素多様体、解析的集合、擬凸状領域 

 
１． 研究開始当初の背景 

（1）古典的な Weierstrass の定理の高次元
化可能性を問うクザン第 2問題は, 多変数関
数論における複素領域の大域的な性質に関
して重要で基本的な問題の一つであり, 岡, 
Cartan, Serre らによってその位相的障碍の
非存在 (所謂, コホモロジー消滅定理)とい
う形での必要十分条件が与えられるに至り, 
一応の解決を見た. また, クザン第 2問題の
条件を弱め, 与えられた集合を零集合の一
部分としてもつ正則関数を求める問題は, 

スタイン多様体において任意のクザン第 2分
布に対して解けることが示されている (岡, 
Stein).  
一方で幾何学的には, この問題の解が定め
る零集合は与えられた集合に干渉する可能
性がある. そこで, 次の余零問題を考える： 
複 素 多 様 体 X 上 に ク ザ ン 第 2 分 布
D={(U_i,f_i)}_{i∈I} が与えられていると
き, X における正則関数 fを, 各近傍 U_i で
は h_i:=f/f_i が 正 則 か つ {x ∈ U_i 
|f_i(x)=h_i(x)=0}=Фを満たすように構成
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せよ.このような f を D に対する余零問題の
解という.  
余零問題は自然で基本的な問題であるにも
かかわらず, 有効な研究手法の無さゆえに
今日まで研究が進まなかった. 実際, この
問題は岡の時代から提起されているが, 現
在においても古典的な C^nの領域の場合です
ら完全な解決には至っていなかった. 
 
（2）領域の変分問題に関して, 複素多様体
上の領域 R(t) が複素助変数 t と共に関数論
的に歪曲しながら変化するとき, 米谷-山口
氏は R(t)上のベルグマン計量 K(t,z)|dz|の
動きを tについての 2階変分を用いて明記し, 
複素 2 次元領域が擬凸状ならば log K(t,z)
は多重劣調和関数であることを示した. B.  
Berndtsson 氏その変分公式を高次元に拡張
した. M.Brunella氏など領域変分理論は最近
ヨーロッパで正則葉層理論の観点から注目
されている. 
 
 
２．研究の目的 
（1）余零問題は複素多様体の解析的集合に
対する正則関数の存在問題であり, 領域お
よびその解析的集合の解析性および幾何学
性の両方に関係する問題である. 本研究で
は, 余零問題の可解性の限界を明らかにし, 
余零問題を解析的集合に関する配置問題と
して幾何学化して捉え直すことで, 複素多
様体における余零問題のより精密な研究を
行うことを目的とする. その結果として, 
余零問題の反例で既約な解析的集合の存在
も示す.  
 
（2）領域の変分問題に関して, 複素助変数 t
と共にリーマン面 R(t)が動いたときに, 各
リーマン面の等角写像に関連したモジュー
ルが複素多変数的に変動するようなものを
(例えばリーマン面のスパン)を見つけ, 一
変数的量変動と多変数関数論, 特に擬凸状
領域との関連を引き起こす原理を追求する
ことが目的である. 
 
 
３．研究の方法 
（1）余零問題が正則関数の存在問題である
と同時に, 解析的集合の配置の問題であり, 
実多様体における結び目・絡み目理論と対応
するところが認められることから, 解析的
集合に関する配置問題として幾何学化して
捉え直すことにより, その解決を図ろうと
試みた.  
また, 余零問題の解が存在しないような更
なる解析的集合を構成し, 多様性を解明す
ると共に, それらの特徴付けを幾何学的観
点からも考察することで, 領域およびその

解析的集合の与え方と余零問題の可解性の
限界との関係を解明する考察に関して, 正
則性の概念の拡張およびその周辺の概念を
用いた.  
さらに, 余零問題が肯定的に解決される場
合についての一般化は, コホモロジー理論
を用いる一般論からアプローチし, 岡の原
理の拡張・一般化およびルンゲ性との同値性
など最新の知見を駆使した.  
 
（2）領域の変分問題に関して, L_1-主関数
が誘導する正則写像は tを固定するごとに多
重連結領域を円弧スリット領域に等角に写
す. そこで, 複素 1変数関数論で好対の放射
スリット領域への等角写像が誘導する L_0-
主関数について領域が複素パラメータと共
に変動した場合に同様の考察をした.  
 
（3）リーマン面の等角写像に関連したモジ
ュールを見出すことで, 一変数的量変動と
多変数関数論, 特に擬凸状領域との関連を
引き起こす原理を追求するために, 等角写
像論やポテンシャル論的手法からアプロー
チしながら,  具体例の構成を通し多様性を
解明すると共に, 多変数関数論的性質を明
らかにした. 
 
 
４．研究成果 
（1）C^nの直積領域に制限することで余零問
題の解決に成功した. クザン第 2問題の可解
性を交点数を用いて特徴づけることにより, 
余零問題の解の存在について C^2の直積領域
において肯定的に解決した. また, C^n (3≦
n) においては具体例を与えることにより否
定的に解決した. しかし, より広い範疇に
おける任意の解析的集合に対して肯定的解
答を与えるような領域の限界, また, 否定
的解答を与える領域およびその解析的集合
の分類, 余零問題の反例として既約な解析
的集合の存在については更なる研究を要す
る.   
 
（2）グリーン関数と同じ対数極 log 1/|z|
をもち L_1-境界条件 (全ての境界成分で定
数かつフラックス 0)を満たす調和な L_1-主
関数 p(t,z), および 2つの対数極 log 1/|z|, 
log|z-1|をもつ L_1-主関数について考察し, 
R(t)上の L_1-定数α(t)の動きを t について
の 2 階変分公式を用いて明記した.これは米
谷-山口のロバン定数の変分公式と同じであ
る. しかし, ロバン定数の変分公式はグリ
ーン関数を変形すると変動領域の境界の定
義関数になることを本質的に使って証明さ
れていたため, 主関数については適用でき
ず, 新しいアイデアが必要であった. 変分
公式により, 複素 2次元領域が擬凸状ならば



 

 

α(t)は B 上劣調和であり, 応用として, 種
数が 2以上のコンパクトリーマン面のショッ
トキー被覆 S(t)からなる変動は B×P^1 の単
葉領域に同時一意化可能を示し, 多変数関
数論的に捕らえることに成功した. 
 
（3）領域の変分問題に関して, 予想に反し
対数極を 1 つもつ L_0-主関数 q(t,z)から誘
導される L_0-定数では L_1-定数と同様の変
分公式は成立しないことが判明した. しか
しながら, 対数極を 2 つもつ L_0-定数β(t)
についてはリーマン面の種数に関する積分
項を含む形の 2階変分公式が成立することを
証明した. 
 
（4）開リーマン面 R(t)が複素助変数 t と共
に関数論的に歪曲しながら変化するとき, 
各リーマン面の調和スパン s(t) の動きにつ
いての 2階変分公式を明記し, 擬凸状的変動
のもとで調和スパンは複素多変数的に変動
する結果が得られつつあり，今後の課題とな
った.  
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