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研究成果の概要（和文）：アンダーソン型、ポアソン型のランダムδ磁場を持つシュレディンガ

ー作用素のスペクトル集合の存在範囲、およびランダウ準位の多重度に対する評価を与えた。

アンダーソン型などのランダムδ磁場についてのリフシッツテイルを示した。ポアンカレ平面

上のシュレディンガー作用素について、δ磁場が有限個ある場合のランダウ準位間の固有値数

の評価、およびδ磁場が格子上に存在する場合のランダウ準位の多重度に対する評価を与えた。 

 
研究成果の概要（英文）：We give the range of the spectrum of the Schrödinger operators with 

random delta magnetic fields of the Anderson type, or of the Poisson type, and estimate the 

degeneracy of the Landau levels. We prove the Lifshitz tail for the Anderson case. We also 

study the Schrödinger operators with delta magnetic fields on the Poincaré upper half 

plane, and estimate the number of eigenvalues in Landau gaps for finite delta fields, and 

the degeneracy of the Landau levels for the lattice case. 
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１．研究開始当初の背景 

δ 型磁場を持つシュレディンガー作用素は
1959 年にAharonovと Bohm により考察さ
れ、アハラノフ・ボーム型磁場とも呼ばれて
いる。「ゲージ場の実在」を示す彼らの結果
はアハラノフ・ボーム効果とも呼ばれ、発表
以来多くの数学者・物理学者による議論の対
象となってきた。この系は、δ 磁場が一つ
だけの場合には極座標を用いて一般固有関
数・散乱振幅を具体的に書き下せるが、δ 磁
場が複数の場合には具体的な計算は困難と

なる。また、δ 磁場に定数磁場を付け加え
た系も 2000 年に南部、2002 年に Exner–
Šťovíček–Vytřas に研究され、研究代表者自
身も 2005 年および 2006 年（野村との共同
研究）に結果を得ていた。 

 一方、ランダム・ポテンシャルは、結晶構
造に欠陥がある物質・不純物を含む物質や、
結晶構造を持たない物質（アモルファス）の
モデルとされており、特有の現象としてリフ
シッツ・テイルやアンダーソン局在が知られ
ている。これは物質の電気的絶縁性と深く関
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わっている。磁場がランダムの場合にもいく
つかの結果が知られていたが、比較的限定的
な状況における結果に限られており、十分に
研究されているとは言い難い状況であった。 

 

２．研究の目的 

平面上にδ 型磁場（磁束が平面上の離散点
集合にのみ集中するような磁場）が存在する
系、特にδ 型磁場の位置がランダムな場合
における、対応するシュレディンガー作用素
のスペクトル, およびその状態密度について
の研究を行う。特に、以下の課題についての
研究を重点的に行う。 

（１）ランダムδ 磁場に定数磁場を加えた
シュレディンガー作用素のスペクトルの構
造を調べる。 

（２）同作用素のランダウ準位の多重度につ
いて調べる。 

（３）同作用素に対するリフシッツ・テイル
を証明する。 

（４）同作用素に対するアンダーソン局在を
証明する。 

（５）ポアンカレ円板上のδ 磁場に対応す
るシュレディンガー作用素について研究を
行う。 

 

３．研究の方法 

（１）スペクトルについては、Kirsch–
Martinelli による Admissible potential の
方法(特定の型のポテンシャルを持つ作用素
のみによって、ランダム作用素のスペクトル
を決定する方法) を適用する。 
（２）ランダウ準位の多重度を調べるには、
固有関数の具体形を用いて、それが二乗可積
分かどうかを判定する。まず、固有関数を
Weierstrass 型の多価無限乗積で表し、その
遠方での増大度の評価を、Levin の整関数論
（の多価関数への拡張）を用いて行う。 
（３）リフシッツ・テイルは、定数磁場がな
い場合(δ 磁場のみの場合) について考え
る。状態密度の上からの評価については、δ 
磁場に対する Hardy 型不等式用いて行う。 
（４）ランダム磁場中のアンダーソン局在の
理論における困難の原因である「磁場パラメ
ータに対する固有値の非単調性」を解決する
には、定数磁場にδ 磁場を一つだけ付け加
えた場合にギャップ間の固有値がδ 磁場の
強さに対して単調に動く事実が有効となり
得る。δ 磁場同士が十分離れているとき、
同様の議論がランダムδ 磁場系に適用し得
るかを吟味する。 
（５）ポアンカレ円板上の定数磁場の場合に
もユークリッド平面の場合と類似した昇降
作用素が存在し、その代数的交換関係はδ磁
場が存在する場合にもほぼ成り立つ。δ磁場
の影響は交換関係に現れる作用素の境界条
件の差異となって現れるが、それを解析する

ことによりランダウ準位のギャップ中の固
有値数は評価できる。さらに、ランダウ準位
の固有関数もユークリッド平面の場合と同
じくある種の周期性を持つ正則関数で表さ
れ、その遠方での漸近挙動を評価することに
よりランダウ準位の多重度を調べる。 
 
４．研究成果 
（１）ユークリッド平面上でのランダムδ磁
場を持つシュレディンガー作用素のスペク
トルについて。まず、ポアソン型のランダム
性を持つ場合には、かなり一般的な仮定の下
でスペクトルが磁場の強さ以上の値のなす
半直線を埋め尽くすことが示された。これは
安藤・岩塚・神永・中野によるポアソン型ラ
ンダム・スカラー・ポテンシャルの結果から
類推されるごく自然な結果である。アンダー
ソン型についても、周期的な場合の拡張とし
てごく自然な結果が得られた。特に、δ磁場
の値の範囲が(0,1)開区間より真に狭い閉区
間に納まる場合、十分に格子間距離が広けれ
ば下の方のランダウ準位が孤立した無限多
重度の固有値となることを示した結果は、δ
型磁場特有の現象として注目すべきもので
ある。 
（２）ランダウ準位の多重度については、周
期的な場合の結果の自然な拡張が得られた。
ただ、磁場の値が臨界的な場合には解の挙動
を精密に得ることが難しく、多重度の値を得
ることが出来なかった。この点については改
良の余地があると言える。 
（３）リフシッツ・テイルについても、定数
磁場が無い場合にはかなり一般的な仮定の
下に証明を得た。しかし、Hardy 型不等式は
若干評価が甘く、定数を含めて最適な不等式
を得るにはさらなる研究が必要と思われる。 
（４）アンダーソン局在については、直接の
進展はなかった。ただ、James Borg による
δ型磁場に対する状態密度の経路積分表示
（経路のδ磁場の周りでの回転数を用いて
状態密度のラプラス変換を表す）には注目す
べき点があり、今後その点について詳しく解
析を行っていきたい。 
（５）ポアンカレ円板上の作用素のスペクト
ルについては現在までにかなりの進展があ
った。まず、δ磁場が有限個の場合のランダ
ウ準位のギャップ中の固有値数の評価が得
られ、δ磁場が格子（離散群の作用で不変な
離散集合）上にある場合のランダウ準位の多
重度についても、ユークリッド平面の場合の
自然な拡張を得ることが出来た。現在のとこ
ろ、格子にはある種の数論的制限を課してい
るが、これは技術的な制限と思われるため、
この点について今後より詳しく研究を行う
予定である。 
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