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研究成果の概要（和文）：多くの分野の数値シミュレーションでは，最終的に連立一次方程式が
現れ，その求解が必要となる．連立一次方程式の求解には，非常に多くの計算時間を要するた
め，高速化が不可欠である．本研究課題では，複数本の右辺ベクトルをもつ連立一次方程式を
効率よく解くための Block Krylov 部分空間反復法の研究を行った．また，数値計算手法の一
つである並列固有値解法に対して同法を適用し，速度向上を図った．  
 
研究成果の概要（英文）：Large-scale linear systems appear in many application areas and 
need to be solved. Since this is a very time-consuming step, we need to solve it fast. In this 
research project, we study Block Krylov algorithms for solving linear systems with 
multiple right-hand sides. Moreover, we apply Block Krylov algorithms to the parallel 
eigensolver for speeding-up of the method. 
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1．研究開始当初の背景 
 計算機の発展に伴い，多くの分野において
数値シミュレーションが盛んに行われるよ
うになってきた．分子軌道計算などのナノテ
クノロジー分野においても，数値シミュレー
ションが行われている．分子軌道計算では，
シュレーディンガー方程式を解くことで分
子軌道が得られるが，解析的に解くことは不

可能である．シュレーディンガー方程式を
Hartree-Fock を用いて近似することで，大規
模一般化固有値問題に帰着させ，同問題を解
くことで分子軌道が得られる．分子軌道計算
では全ての固有対を必要とせず，ある一部分
の固有対のみが必要となる． 
 ある一部分の固有対を求める方法として，
我々は周回積分を用いた並列固有値解法を
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研究している．この並列固有値解法では，解
くべき複数の連立一次方程式はそれぞれ独
立に求解できるため，並列計算環境において
高速に計算を行うことができる．しかしなが
ら，これらの連立一次方程式は複数本の右辺
ベクトルをもつため，固有値解法の高速化を
達成するには連立一次方程式の解法を高速
化が必須となる． 
 
2．研究の目的 
 上述のように，周回積分を用いた並列固有
値解法の計算時間は，同法で現れる連立一次
方程式の求解時間に大きく依存する．特に，
同法で現れる方程式は複数本の右辺ベクト
ルを保持しており，このような方程式を高速
に解くことができる手法が求められる． 
 係数行列が同じで，複数の右辺ベクトルを
もつ連立一次方程式の求解法として，行列の
LU 分解に基づく直接法がある．一度だけ行
列を LU 分解し，前進・後退代入を行うこと
で効率的に求解が可能となる．しかしながら，
大規模行列に対する LU 分解は多くの演算量
とメモリ量を必要とするため，直接法の適用
は現実的ではない． 
 本研究課題では，複数の右辺ベクトルをも
つ連立一次方程式のための反復法について
研究を行い，連立一次方程式の求解，及び並
列固有値解法の高速化を目的とする． 
 
3．研究の方法 
 本研究では，複数本の右辺ベクトルをもつ
連立一次方程式を高速に解くことが最重要
課題となる．この目的を達成するために，以
下の方法で研究を行う． 
 
(1) Block Krylov 部分空間反復法の性能検
証 
 複数本の右辺ベクトルをもつ連立一次方
程式に対する反復法として，Block Krylov 部
分空間反復法が提案されている．先行研究に
おいて，複数本の右辺ベクトルをまとめて扱
うことにより，反復回数が減少することが示
されている．本研究課題で扱う問題に対して
Block Krylov 部分空間反復法が有効がどう
か，性能を検証する． 
 
(2) Block Krylov 部分空間反復法に対する
前処理法の研究 
 前処理法とは，連立一次方程式の解を得る
までの反復回数を減少させるための方法で
ある．前処理には多くの計算量を要するが，
Block Krylov 部分空間反復法の特性を活か
すことにより，前処理の計算量を減少させる
ことができると考えられる．Block Krylov 部
分空間反復法に適した前処理法の研究を行
う． 
 

(3) Block Krylov 部分空間反復法の改良と
新たな解法の検討 
 研究課題(1)を通して，Block Krylov 部分
空間反復法の長所・短所を明らかにする．ま
た，その短所を克服するための改良，及び新
たな解法設計の可能性について研究，検討を
行う． 
 
(4) Block Krylov 部分空間反復法＋並列固
有値解法の性能評価 
 この研究課題と通じて研究・開発を行った
Block Krylov 部分空間反復法を周回積分を
用いた並列固有値解法に適用し，性能評価す
る． 
 
4．研究成果 
(1) Block Krylov 部分空間反復法による連
立一次方程式の高速求解 
 周回積分を用いた並列固有値解法で現れ
る，複数の右辺ベクトルをもつ連立一次方程
式に対して Block Krylov 部分空間反復法を
適用し，性能を評価する．用いた問題は，上
皮成長因子受容体2量体の分子軌道計算で現
れる一般化固有値問題で，行列サイズは
96,234，非零要素数は約 4.5 億である． 
  
① 右辺ベクトル数と収束性の関係 
 並列固有値解法で現れる複数の右辺ベク
トルをもつ連立一次方程式に対して，Block 
Krylov 部分空間反復法の 1 つである Block 
COCG法を適用する．ここでは，右辺ベクト
ル数を変化させたときの残差の収束性の変
化を調べる． 
 図 1 に Block COCG 法の相対残差履歴を
示す．右辺ベクトル数 Lが 1本の場合は，200
回以上の反復で残差が収束条件を満たした．
一方，L = 2 の場合は，反復回数が 120 回程
度の反復で残差が収束した．図 1に示すよう
に，右辺ベクトル数の増加に伴い，Block 
COCG法の反復回数が減少していることが 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 1. 右辺ベクトル数 LとBlock COCG法の
相対残差変化の関係．   ：L = 1， 
   ：L = 2，  ：L = 4，   ：L = 8， 
   ：L = 16. 
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わかる．以上の結果から，Block Krylov 部分 
空間反復法で L本の右辺ベクトルをまとめて
処理することで，1本ずつ Krylov 部分空間反
復法で解いた場合よりも効率よく連立一次
方程式の解を得ることができる． 
② Block 版と非 Block 版の性能比較 
 COCG 法と Block COCG 法における，前
処理行列を変化させたときの計算時間の変
化を調べる．解いた問題は前小節と同じ問題
で，右辺ベクトル数 Lを 8とした． 
 図 2 に，前処理行列を変化させたときの
COCG 法，及び Block COCG 法の計算時間
を示す．横軸は前処理行列生成に関連するパ
ラメータを表しており，δが小さいほど前処
理行列の性能が高いことを表す．δが小さい
場合は，COCG法，Block COCG法ともにほ
ぼ同じ計算時間となった．しかしながら，δ
を大きくすると両者の計算時間に差が現れ，
δが 1.6×10-3の場合は Block COCG 法の計
算時間が約 1000 秒高速であった． 
 以上の結果は，Block Krylov 部分空間反復
法を用いることで，前処理行列生成をより不
完全に行えることを示している．そのため，
前処理行列生成時間，及び反復に要する時間
の両方を短縮することが可能となる．また，  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) COCG法． 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Block COCG法． 
 
図 2. 前処理が COCG 法と Block COCG 法
の計算時間に及ぼす影響（L = 8 の場合）． 
■：前処理行列生成，■：行列・ベクトル積，
■：前処理行列の前進後退代入，■：その他． 

非 Block 版と異なり，パラメータδを変化さ
せても計算時間が大きく変わることはない
ため，より柔軟にパラメータ選択を行うこと
ができる． 
 
(2) 高精度近似解を生成する Block Krylov
部分空間反復法の開発 
 Block Krylov 部分空間反復法を用いるこ
とで，複数本の右辺ベクトルをもつ連立一次
方程式を効率よく求解できるようになった．
しかしながら，右辺ベクトル数を増やしてい
くと，近似解の精度が悪化する可能性がある
ことがわかった． 
 図 3(a)に右辺ベクトル数 Lを変化させたと
きの Block BiCGSTAB 法の真の相対残差履
歴を示す．真の相対残差は，近似解の精度を
調べるための指標であり，この値が十分に小
さくなっていれば，高精度の近似解が得られ
たことになる．なお実験には，格子量子色力
学（QCD）計算で現れる 1,572,864 次の行
列を用いた． 
 右辺ベクトル数 Lが 1の場合は，真の相対
残差が 10-14に到達しており，高精度近似解が
得られている．一方，L = 2，L = 4 とした場 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Block BiCGSTAB 法． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Block BiCGGR 法． 
 
図 3. 右辺ベクトル数の変化が真の相対残差
に与える影響．   ：L = 1，  ：L = 2， 
   ：L = 4． 
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合は，真の相対残差の停滞が発生した．した 
がって，Block BiCGSTAB 法では，反復回数
が減少しても高精度近似解を得ることがで
きない． 
 Block BiCGSTAB 法の近似解の精度悪化
の原因を解析することで，研究代表者は新た
な Block Krylov 部分空間法「Block BiCGGR
法」を開発した．図 3(b)に，Block BiCGGR
法の真の相対残差履歴を示す．同図に示すよ
うに，Block BiCGGR法では右辺ベクトル数
を増やしても近似解の精度悪化は発生して
いない．さらに同法は，Block Krylov 部分空
間反復法の特長である反復回数の減少も達
成している．Block BiCGGR法により，高速
かつ高精度に近似解を生成することが可能
となった． 

 

(3) Block BiCGGR法の並列固有値解法への
応用 
 周回積分を用いた並列固有値解法に対し
て Block BiCGGR法を適用し，性能を評価す 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 4. 並列固有値解法で現れる連立一次方程
式に対する Block Krylov 部分空間反復法の
真の相対残差．●：Block COCG法，●：Block 
BiCGSTAB 法，●：Block BiCGGR法． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 5. 並列固有値解法で得られた固有値の残
差ノルム．●：Block COCG法，●：Block 
BiCGSTAB 法，●：Block BiCGGR法． 

る．図 4 に，並列固有値解法で現れる 16 本
の 方 程 式 を Block COCG 法 ， Block 
BiCGSTAB 法，及び Block BiCGGR法で解 
いて得られた解に対する真の相対残差を示
す．なお，残差の収束判定定数は 10-14とした．
用いた問題は DNA8 塩基対の分子軌道計算
で現れる 1,980 次の行列で，右辺ベクトル数
は 8とした． 
 Block COCG法，Block BiCGSTAB 法で連
立一次方程式を解いた場合，収束判定定数が
10-14 であるにも関わらず，真の相対残差は
10-8～10-10 に分布し，非常に大きくなってい
る．一方，Block BiCGGR法を用いた場合は
真の相対残差が 10-12程度まで減少しており，
他の方法と比較して高精度に近似解が求め
られていることがわかる． 
 図5に周回積分を用いた並列固有値解法で
得られた固有対の残差を示す．Block COCG
法，及び Block BiCGSTAB 法を用いた場合は，
固有対の残差は 10-10付近に分布している．一
方，Block BiCGGR法を用いた場合は，固有
対の残差は 10-12付近に分布しており，他の 2
つの方法と比較して高精度の固有対が得ら
れていることがわかる． 
 固有対の精度は，連立一次方程式の解の精
度に大きく依存するため，連立一次方程式を
高精度で求解することは非常に重要となる． 
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