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研究成果の概要（和文）：3次元カラビーヤウ多様体とは宇宙を記述する際に不可欠となる重要

な幾何学的対象であり、物理的にも数学的にも重要な研究対象である。私はこの多様体上の「安

定性条件」と呼ばれる概念について研究した。この概念は Douglas や Bridgeland によって導入

されたものであるが、3 次元カラビーヤウ多様上に安定性条件を構築することはこれまで困難

であった。そこで私は安定性の概念を弱めた「弱安定性条件」の概念を提唱し、実際にそれら

を構築することに成功した。更にこの概念を応用して曲線の数え上げ問題のある種の予想

(Pandharipande-Thomas 予想)の解決を与えた。 

 
研究成果の概要（英文）：Calabi-Yau 3-folds are important geometric objects in describing 
our universe, and they are important in both physics and mathematics. I studied the notion 
called ̀ stability conditions’ on them . This notion was introduced by Douglas, Bridgeland, 
but so far it has been difficult to construct stability conditions on Calabi-Yau 3-folds. 
So I proposed the weaker notion ̀ weak stability conditions’ and in fact I succeeded in 
constructing them. Moreover I applied this notion to curve counting problem, and solved 
a certain conjecture (Pandharipande-Thomas conjecture).  
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１． 研究開始当初の背景 
代数多様体上の連接層の導来圏は、超弦理論、
非可換代数、シンプレクティック幾何等、

様々な分野との対称性を実現する興味深い
研究対象である。2002 年頃に Bridgeland が 
導入した導来圏の安定性条件の概念は、ミラ
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ー対称性や上記の対称性を理解する上で非
常に重要な概念であり、これまで様々な例（2
次元以下の代数多様体、非可換代数）におい
てそれらの具体的な記述が研究されてきた。
与えられた導来圏に対し、Bridgeland の安定
性条件全体の集合には複素多様体の構造が
入ることが Bridgeland により示されている。
特に Calabi-Yau 3-fold 上の連接層の導来圏
上の安定性条件の空間は、弦理論的ケーラー
モジュライ空間を数学的に記述すると考え
られている。しかしながら、この場合が最も
重要な研究対象であるにもかかわらず、具体
的に安定性条件を構築する事が非常に困難
でありこれまで研究が進展してこなかった。 
 2007年度に私はBayerと独立に3次元カラ
ビーヤウ多様体上の「極限体積極限」に対応
する安定性条件の理論を発表した。私はこれ
を「極限安定性条件」と読んでいる。これは
Bridgeland による安定性条件とは定義が異
なるが、それを具体的に構成することは容易
である。更に対応する安定対象の数え上げ理
論を考察した結果、Pandharipande-Thomas ら
によって導入された「安定対」の理論と深い
関係があることが分かった。この関係につい
て、理論をより整備させることによってそれ
が 明 快 に 理 解 で き る 形 に な る と 、
Pandharipande-Thomas によって予想された
Donaldson-Thomas (DT) 不変量と安定対の理
論との対応を解決する事が出来るのではな
いかと考えた。ここで DT 不変量とは
Calabi-Yau 3-fold 上の曲線の数え上げ理論
であり、1998 年ころに Donaldson と Thomas
によって提唱された概念である。この DT 不
変量の研究に導来圏の使用が有効であると
は従来まで考えられてこなかったため、上記
の研究を推し進めることで DT 不変量に関す
る深い結果が得られるのではないかと考え
た。 
 また、上記の流れとは独立に、安定性に依
存した DT 不変量の様な不変量が安定性を変
えたときにどの様に振る舞うのかについて
の研究が Joyce によって行われていた。これ
は「壁越え理論」と呼ばれる。彼の論文は非
常に膨大であるが、当時は面白い応用が得ら
れていたわけではなかったため、彼の理論を
深く研究していた研究者は少なかった。しか
し 、 こ の Joyce 氏 の 理 論 が 上 記 の
Pandharipande-Thomas 予想に不可欠なので
はないかと考えた。 
 更に Calabi-Yau 3-fold の双有理変換の下
で導来圏が同値であることが Bridgeland に
よって示されていたが、これと安定性の理論、
壁越え理論等を組み合わせることによって
DT 不変量の双有利不変性が示されるのでは
ないかと考えた。最も単純な双有利変換につ
いては Hu-Li によってこの結果は示されてい
たが、これは DT 不変量の退化公式を用いる

ものであり、導来圏を用いたものではなかっ
た。そこで導来圏を用いることにより、上記
の結果をより内在的に理解できることが可
能ではないかと考えた。また Szendroi 氏に
よって導入された非可換 DT 理論は上記の双
有利変換と密接な関係があることが知られ
ており、導来圏を用いた理解が局所フロップ
の場合に Nagao-Nakajima によって得られて
いる。そこで彼らの結果を大域的な場合に拡
張することも興味深い問題の一つであると
考えた。 
 
２． 研究の目的 
 Calabi-Yau 3-fold 上の安定性条件につい
て、必要ならば Bridgeland の定義を変える
ことで、その構成が具体的に与えられるよう
な理論を構築することが一つの目的である。
その様な理論は Bridgeland の安定性条件の
ある種の極限退化点であると考えられ、この
様な極限点を変形させることによって
Bridgeland の安定性条件を与える可能性が
ある。そこで、その様なアイデアを推し進め
ることも目的の一つである。 

また、上記の理論に対応する「半安定対象
の数え上げ理論」を構築する事も目的の一つ
である。この様な数え上げ不変量を構築する
には、半安定対象のモジュライ理論等、様々
な技術的な問題を解決しなければいけない。
また上記の数え上げ不変量が安定性を変え
た時にどの様に振る舞うのかを理解するこ
とにより、Pandharipande-Thomas らにより予
想された安定対と DT 不変量の間の対応を実
際に証明する事も目的の一つである。 

また、半安定対象の空間を導来同値で張り
合 わ せ る こ と に よ り 、 双 有 理 同 値 な
Calabi-Yau 3-fold の弱安定性条件を比較す
ることが可能になる。そこでこれを応用して、
双有利変換における DT 不変量の等価性を示
すことも目的の一つである。 

更に、上記の議論を応用することにより、
より階数の高い DT 不変量の計算にも応用で
きると考えられる。そこでより階数の高い DT
不変量を実際に計算し、従来までの階数が１
の理論との関連性を見るのも目的の一つで
ある。 
 
３． 研究の方法 2007 年度に私が導入した 
「極限安定性条件」の概念をより一般化、抽
象化することによって、様々な安定性条件の
構成を試みる。また、Pandharipande-Thomas
による安定対の理論と DT 理論との関係が明
快に理解できる理論を確立することを考え
る。これは Bayer の「多項式安定性条件」に
おいても考察されていたが、彼の考察した安
定性条件は実際に数え上げ不変量の比較を
する際には技術的にそぐわない点が存在し
ていた。そこでその技術的な問題点を排除す



 

 

る「弱安定性条件」の概念を導入して、理論
を整理していく。特に Bridgeland の安定性
条件の理論の主定理である、安定性条件全体
の集合には複素多様体の構造が入るという
事実を弱安定性条件全体の集合においても
成立するかどうか考察していく。また上記の
事実が弱安定性にも成立する場合、得られた
複素多様体が弦理論的ケーラーモジュライ
空間の極限退化点全体の空間に対応するこ
とも調べていく。更に、弱安定性条件の半安
定対象を数え上げる「一般化 DT 不変量」を
導入し、これがある弱安定性のパラメータに
ついては Pandharipande-Thomas による安定
対の数え上げ不変量、また別の弱安定性につ
いては DT不変量を与えることを示していく。
上記の議論と、DT 型不変量の壁越え理論を
応 用 す る こ と に よ っ て 、
Pandharipande-Thomas の予想を解決するこ
とを試みる。DT 型の不変量の壁越え理論を用
いるには、Joyce 氏の理論を仮想サイクルを
含んだものにしなければいけない。しかし本
研 究 を 遂 行 す る 間 、 Joyce-Song 、
Kontsevich-Soibelman という二つの独立し
たグループが DT 型不変量の壁越え理論を確
立した。そこで彼らが確立した理論を応用す
ることにより、Pandharipande-Thomas 予想を
解決することを試みる。 
 同様に双有利同値な Calabi-Yau 3-fold に
対して、弱安定性条件及びその上での壁越え
理論を調べることによって、DT 不変量の等価
性を調べる。この場合、ある種の非可換代数
の層もまた導来同値になるため、Szendori の
非可換 DT 理論の大域版を構成して、これと
双有利変換との相互作用を壁越え理論を用
いて記述する。 
 また、Joyce-Song, Kontsevich-Soibelman
らにより確立された「DT 不変量の壁越え理
論」は階数の高い DT 不変量を具体的に計算
する際に有用であると考えられる。このよう
に、壁越え理論を有効活用することを試みる。 
 
４． 研究成果 Bridgeland の安定性条件を 
拡張した導来圏の「弱安定性条件」の理論を
導入した。これは K 群の filtration のデー
タを付与することによって与えられ、この
filtration は Bridgeland の安定性条件の極
限退化の方向を定めている。この弱安定性条
件全体の集合を考えると、Bridgeland の安定
性条件と同様に複素多様体の構造が入るこ
とが分かった。Bridgeland の安定性条件を
Calabi-Yau 3-fold 上に構成することは困難
であるが、弱安定性条件については上手く
filtration を選ぶことによって具体的に弱
安定性条件を構成することができ、実際に半
安定対象を調べることが可能になった。 

更に具体的に Pandharipande-Thomas 予想
を調べるにあたって、導来圏の部分圏で１次

元層と Calabi-Yau 3-fold の構造層で生成さ
れ る 部 分 圏 を 考 察 し た 。 こ の 圏 は
D0D2D6-state の圏と呼ばれる。この圏におけ
る弱安定性条件を具体的に構成し、ある安定
性 の パ ラ メ ー タ に つ い て は
Pandharipande-Thomas の安定対の理論、また
他の安定性については DT 理論に対応するこ
とを示した。更にこの弱安定性条件での壁越
え 理 論 を 適 用 す る こ と に よ り 、
Pandharipande-Thomas 予想のオイラー数版
を 証 明 す る こ と に 成 功 し た 。 実 際 に
Pandharipande-Thomas 予想を完全解決する
には、導来圏の対象のモジュライ空間が局所
的にある正則関数の critical locus として
書けることを示す必要がある。しかしこれは
すでに Behrend-Getzler によって証明されて
いるとアナウンスされており、実質的に
Pandharipande-Thomas 予想が解決された。 

双有利同値な Calabi-Yau 3-fold の場合に
も、D0D2D6-state の圏の弱安定性条件の空間
を考察することによって、目的だった DT 不
変量の等価性が示された。また大域的な非可
換 DT 理論も導入することができ、この理論
もまた通常の DT 理論と生成関数のレベルで
等価であることを示した。 

またより高次の DT 不変量も、ある種の場
合には計算可能になることが分かった。実際
に D0D6-state の圏を考え、D6charge が２で
ある様な DT 型不変量を考察した。これは階
数が２の場合の DT 不変量と言ってもよい。
ある安定性のパラメータについては DT 型の
不変量は自明になることが簡単にわかる。そ
こで壁越え理論を適用することによって、求
めたい安定性条件に対する DT 不変量を計算
することができる。このアイデアに基づいて
階数が２の DT 不変量を壁越え公式によって
具体的に計算し、その生成関数を具体的に書
き下した。その生成関数は階数が１の場合と
密接に関わっていることが判明した。 
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