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研究成果の概要（和文）：量子状態がパラメータ空間でどのように変化するのかを表す量子状態の幾何学的性質
についての研究課題である。本研究を通じて、幾何学的性質の一種である量子計量や量子幾何テンソルのこれま
でに知られていなかった物理的意味を明らかにすることに成功した。特に次の３点が主な成果である。①多体量
子系において定義された量子計量が多体局在をとらえることができることを示すことができた。②量子計量とト
ポロジーの関係を波動関数の正則性という観点から詳しく調べることに成功した。③非エルミート系の幾何学的
性質、特に非エルミート・アハロノフ・ボーム効果を見出した。

研究成果の概要（英文）：This research topic concerns the geometric properties of quantum states, 
that describe how quantum states change in a parameter space. Through this study, previously unknown
 physical meanings of geometric properties, such as quantum metric and quantum geometric tensor, 
have been successfully elucidated. The main achievements are the following three points. 1. I have 
shown that quantum metric defined in many-body quantum systems can capture many-body localization. 
2. I have successfully investigated the relationship between quantum metric and topology from the 
perspective of holomorphicity of quantum states. 3. I have discovered physical consequences of 
certain geometric properties of non-Hermitian systems, particularly the non-Hermitian Aharonov-Bohm 
effect.

研究分野： 物性理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
状態の形状（トポロジー）を用いて量子相を分類・理解するトポロジカル物性の研究は近年大きく進展してい
る。トポロジーはある種状態の全体的な形状を問題とするが、より細かい情報である幾何学的性質とも密接に関
係する。本研究で、これまでにあまり知られていなかった量子計量や非エルミート系の幾何学などを明らかにす
ることに成功した。これらの性質は原子・分子・光物理や古典物理においても重要な意味を持ち得ることを明ら
かできた。量子系だけでなく古典系の状態を幾何学・トポロジーを用いて操作・制御する新たな方法を与え得る
点で今後の量子技術の可能性を広い意味で拡張していく結果であると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 トポロジカル物性物理の研究の盛り上がりに伴い、物理状態の幾何学的な性質を理解する重
要性が高まっていた。ここで幾何学的性質とは、考えている空間において波動関数がどのくらい
「変化しているのか」を表す局所的な量である。幾何学的性質を適切に積分すると、考えている
空間において波動関数が全体としてどれくらい変化しているかというトポロジカルな性質が得
られるため、幾何学的性質とトポロジカルな性質は密接に関係する。 
 研究開始当初、最も活発に調べられていた幾何学的性質はベリー曲率であった。本研究におい
ては、ベリー曲率とは異なる幾何学的性質である量子計量、および、量子計量とベリー曲率を統
合した概念である量子幾何テンソルに注目する。量子計量とは、考えている空間において微小に
離れた二点間で量子状態がどれくらい違うのかに従って考えている空間に入れる距離（計量）で
ある。運動量空間の量子計量は系の光学応答、ひねり境界条件の空間で定義された量子計量は考
える系の局在と関係していることが示唆されていたが、まだその性質の全貌は明らかではなか
った。 
 
２．研究の目的 
 本研究では量子計量や量子幾何テンソルの物理的意味を明らかにするとともに、しばしば一
体の量子系で定義されている量子計量を多体量子系へと拡張することを目指す。また、冷却原子
系などの具体的な量子系において、散逸など非エルミートな効果がある状況を含めて量子計量・
量子幾何テンソルの物理的帰結を理解することを目指す。特に、多体の量子計量を用いた多体局
在の研究の可能性や、量子計量とトポロジーの関係性などを明らかにする。 
 
３．研究の方法 
 本研究は、おおまかに以下の３つの方向に従って研究を行う： 
(1) 量子計量と局在、特に多体局在の関係 
 私の 2019 年の論文において、多体系・不純物系においてひねり境界条件をパラメータ空間と
して用いると量子計量から量子状態の局在に関する情報を得られることを示している。一方、多
体局在という現象が知られている。これは不純物系で粒子間相互作用があるにも関わらず局在
が見られるという現象である。量子計量を用いて、多体局在の観測可能な指標を得る。 
(2) 量子計量とトポロジーの関係 
 トポロジカル物性の文脈でもっとも詳しく調べられている物理量はベリー曲率であり、ベリ
ー曲率の積分は系のトポロジカルな性質であるチャーン数を与える。一方、量子計量は直接トポ
ロジーとは関係しないと考えられている。しかし、量子計量とベリー曲率を量子幾何テンソルと
いう統一的観点から調べるとそれらの間には関係があることが知られている。この関係を用い
て、量子計量からトポロジーを調べる。 
(3) 非エルミート系における量子幾何テンソルの物理的帰結 
 ハミルトニアンが非エルミート演算子である非エルミート量子力学における量子状態の幾何
学的性質はまだほとんど理解されていない。まずは単純な２準位系から始め、ベリー曲率や量子
計量がパラメータの断熱変化などのもとでどのような観測量に効いてくるのかを考える。そし
て、非エルミート系のバンド構造を考え、そこでの幾何学的性質の効果を明らかにする。 
 
４．研究成果 
 上にあげた３つの研究の方向についてそれぞれの成果を述べる。 
(1) 量子計量と局在、特に多体局在の関係 
 研究の方法に述べたように、多体局在を量子計量を用いて特徴づけられるかどうかを調べた
[1]。考えたのは１次元のハードコアのボーズ・ハバード模型で、各サイトにランダムなポテン
シャルがあり、粒子同士には隣接サイト間で相互作用がある模型である。この模型はランダムポ
テンシャルの強さ W と相互作用の強さ U をパラメータとして相図を書いた時に多体局在相と非
局在相が現れることが知られている。（多体局在が熱力学極限で相として存在するかどうかは未
だ議論のわかれるところである。ここで多体局
在相が現れる、と書いたのは多体局在のある種
の特徴づけに対して多体局在と判定さるよう
な相が存在する、という意味である。）この系
で、多体量子状態に対してひねり境界条件空間
で定義された量子計量を計算し、系の長さの関
数としてプロットしたところ、多体局在が期待
されるパラメータと非局在が期待されるパラ
メータで明らかに異なる振る舞いが見られた
（図１）。特に、系の長さを大きくする極限に外
挿すると、多体局在が期待される領域では量子
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FIG. 2. Median MBQM (L2g/N2) as a function of interaction strength U for di↵erent disorder strengths and di↵erent system
sizes. Disorder strengths from left to right are W = 4.5, 6.0, and 7.5. The shadings correspond to regions where the quantity
` = limN!1 L

p
g/N is greater than the proposed cuto↵ as labelled on the plot for W = 4.5.

we expect to scale linearly in the MBL phase. In Fig 3,
we present two such example fittings in the ergodic (left)
and MBL (right) phases to illustrate their di↵erences.
In the MBL phase, linear fitting well approximates the
numerically obtained L

2
g/N

2 for four di↵erent values of
N , and quadratic fitting does not improve the fitting very
much. On the other hand, in the ergodic phase, linear
fitting and quadratic fitting yield a big di↵erence. Fur-
thermore, from the slope of the fit we observe that 1/N
dependence in the MBL regime is much weaker than that
in the ergodic regime, confirming the finding from Fig. 2.
In Fig. 3, we chose cases where the di↵erence in fitting
behaviors between the ergodic and MBL phases is visibly
apparent. More generally, it is not always easy to find
the di↵erence in the ergodic and MBL phases by eye. We
have thus developed a more quantitative way to analyze
the di↵erence between the linear and quadratic fittings
through their least squared residuals. We find that the
fitting residuals between linear and quadratic fits is qual-
itatively smaller in the MBL regime than in the ergodic
regime; more detailed analysis on linear and quadratic
fittings is provided in the Supplemental Material. The
accuracy of our analysis is limited by the few number of
system sizes achievable with exact diagonalization; bet-
ter quantitative comparison between linear and quadratic
fits is possible if simulation, or experimental realization,
with longer system sizes is available.

From Eq. (2), we expect L
2
g/N

2 to scale linearly in
1/N in the MBL phase, which has been confirmed by
the numerical results presented in Figs. 2 and 3 above.
Taking the linear thermodynamic limit, we can define the
quantity

` = lim
N!1

L
p
g/N. (5)

which in the MBL phase can be considered a localization,
analogous to the positional covariance, Cov(x1, x2). We
have calculated and plotted log10`in the U �W plane in
Fig. 4. Fixing the interaction strength U , and increasing

FIG. 3. Linear and quadratic fittings of L2g/N2 as a func-
tion of 1/N in the extended (left) and MBL (right) phases.
Blue solid (red dashed) lines correspond to linear (quadratic)
fitting.

the disorder W , we see that ` decreases, showing stronger
localization as W increases. For fixed disorder W , the
behavior is more subtle; as U is increased, ` increases
first, showing that the system delocalizes, but after some
maximum value, ` starts to decrease showing re-entrant
localization transition.

To illustrate that we can determine a phase bound-
ary from ` similar to those previously proposed, we plot
several contours corresponding to ` = 0.25, 0.5, 0.75,
and 1.0 alongside a dotted phase boundary according to
the method given in Ref. [26]. Given the crossover na-
ture of the transition between the two phases, we cannot
draw a definitive phase boundary between the phases.
Nonetheless, identifying the length scale ` to be a char-
acteristic localization length, it is reasonable to assume
` in the MBL phase to be somewhat around or less than
the lattice spacing at half filling. Indeed we find that
the contours corresponding to 0.75 and 0.5 match quite
well with the phase boundary previously found from the
eigenvalue spacing statistics in Ref. [26], supporting our
argument that the phase transition can be captured by
the MBQM. (A complementary phase diagram based on
fitting residuals is presented in the Supplemental Mate-

図 1：量子計量を系の長さの逆数でプロットし
た。左は非局在、右は多体局在相。論文[1]より。 



計量は一定値に、非局在が期待される領域では量子計量は発散する振る舞いを示すことが分か
った。つまり、系の長さを大きくする極限でのひねり境界条件空間での量子計量の振る舞いから
多体局在と非局在を区別できることが分かった。 
(2) 量子計量とトポロジーの関係 
 ベリー曲率Ω(𝒌)と量子計量𝑔!"(𝒌)の間には、パラメータ空間𝒌が２次元の運動量空間の場合に
は次の不等号の関係が成り立つことが知られている： 

&det 𝑔!"(𝒌) ≥ |Ω(𝒌)|/2 
 論文[2]においてこの不等号の関係が等号になるのは、波動関数を２次元のパラメータ空間か
ら量子状態の空間（これは典型的には複素射影空間であり、複素多様体である）への写像と見た
時に正則写像となっている場合に限ることを見出した。この不等号の両辺を積分することで、次
の大域的な不等号も得られる。 

𝑄. 𝑉.≥ 𝜋|𝐶| 
ここで左辺の Q.V.とはパラメータ空間の体積（二次元なので面積のことであるが）を量子計量
を用いて測ったものである量子体積（Quantum Volume）であり、右辺の Cは系のトポロジーを特
徴づけるチャーン数である。この大域的関係が等号となるのは、上の局所的な不等式の等号が各
点で成り立ち、かつ、ベリー曲率の符号が全体で常に非負あるいは非正の場合である。 
 物理的には等号成立条件は次のような性質とつながっていることが証明できた[3]。 
① 二次元空間を動く一様磁場中の荷電粒子の固有状態であるランダウ準位においては等
号が局所・大域の両方で成り立つ。また、ランダウ準位においてはベリー曲率や量子計
量は運動量に依存しない定数である。 

② ２バンド模型においては局所的な不等号は常に等号であり、大域的な等号も（チャーン
数がゼロでない場合には）成り立つことが多い。また、２バンド模型では運動量空間に
おいてベリー曲率がゼロとなる点が必ず存在する。 

③ 多バンド模型においては、考えている模型を
ランダウ準位のようにエネルギー分散がフラ
ットになるように変形していくと、不等号が
等号へと近づく傾向にある。ただし、これは
あくまでも経験則である。例えば、２次元格
子に磁場がかかったハーパー・ホフスタッタ
ー模型で磁場を弱くしていく極限でランダウ
準位に近づくことが知られているが、図２に
その場合に量子体積がπ|C|に近づく様子を
示した。 

 また、逆に等号が成立し、かつ、ベリー曲率・量子
計量が運動量空間で一定であるような波動関数はラ
ンダウ準位とその適切な一般化に限ることを証明す
ることもできた[4]。 
 等号成立が波動関数の正則性と関係しているとい
うことは、逆に正則関数を用いて等号が成立するよう
な波動関数を構成することもできるということであ
る。それを実行したのが論文[5]である。等号が成立する波動関数は分数量子ホール効果の安定
的な実現とも関係するということが近年分かってきており、上記の一連の研究との関連も調べ
られつつある。 
 
(3) 非エルミート系における量子幾何テンソルの物理的帰結 
 まず、非エルミート系を実現するプラットフォー
ムをイリノイ大学の Bryce Gadway 教授らと提案・実
現した[6]。このプラットフォームは古典振動子を２
つ用いて、その間に測定に応じたフィードバック制
御を与えている。このプラットフォームでは、２準位
系の任意の非エルミートハミルトニアンを実現する
ことができる。相互作用も、平均場相互作用の範囲で
なら任意のものを実現することができる。 
 このプラットフォームを用いてパラメータに依存
する非エルミートな２準位系を用意し、パラメータ
の断熱変化のもとでベリー位相の効果を調べること
にも成功した[7]。ここでは、ハミルトニアンが非エル
ミートなことによりベリー位相が虚数成分を持って
いる。ベリー位相に虚数成分が存在することで、断熱
変化の結果波動関数のノルムが変化する。ベリー位相
の虚部による波動関数のノルムの変化はまさにアハ
ロノフ・ボーム効果の非エルミート版を観測している
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FIG. 3. The Harper-Hofstadter model: The Chern number and quantum volumes as a function of q, where 2π/q is the magnitude of the
magnetic flux through a plaquette. The left figure is for the lowest band, and the right figure is for the lowest two bands. The solid line
corresponds to the Chern number, and the circles and triangles are volg/π and volg̃/π , respectively.

Although achieving |C| = volg/π requires that the Berry
curvature does not change its sign over the Brillouin zone, we
have confirmed through these examples that this equality is
often realized in topological two-band models.

C. Multiband models

For multiband systems, we do not have an equality√
det(g) = |"12|/2 in general. On the other hand, we do not

have the constraint that
√

det(g) and |"12| vanish somewhere
in the Brillouin zone. The latter property implies that we
can consider the limit where the quantum metric and the
Berry curvature become flat (constant) over the Brillouin
zone, which is similar to the situation of the Landau levels.
For examples of multiband models, we consider the Harper-
Hofstadter model [53,54], the three-band model with a unit
Chern number introduced in Sun et al. [55], and the three-
band model with a higher Chern number introduced in Yang
et al. [52].

1. Harper-Hofstadter model

The Harper-Hofstadter model is a square-lattice tight-
binding model with a magnetic flux φ. When φ = 2π p/q
with mutually prime integers p and q, the model has q bands.
We consider the lowest one and two bands of the Harper-
Hofstadter model for p = 1 to show that, in the large q limit,

the model approaches the limit of the Landau levels and the
inequality Eq. (16) is saturated. First, we consider the lowest
band of φ = 2π/q. It is known in this case that the lowest
band has the Chern number of −1. We calculate the Chern
number and the quantum volume of the lowest band for vari-
ous values of q. The results are plotted in Fig. 3. We see that
the inequality Eq. (16) becomes saturated as one increases q.
In the Harper-Hofstadter model, the large q limit corresponds
to the Landau level limit [67], and thus the lowest band should
approach the lowest Landau level. The saturation of the in-
equality is consistent with the property of the lowest Landau
level that the equality is achieved. Next we consider the lowest
two bands of φ = 2π

q . When q ! 5,lowest two bands both
have the Chern number of −1, and thus the Chern number
of the two bands combined is −2. In Fig. 3 we also plot the
Chern number and the quantum volume of the lowest two
bands. The inequality Eq. (16) is saturated again in the large
q limit, confirming that the limit of Landau levels is achieved
also when more than one band are considered.

2. Three-band model with unit Chern number

Next, we consider the three-band model introduced in
Sun et al. [55]. In this model, one can make a band very
flat by properly choosing the parameters. We investigate the
relation between the band flatness and the saturation of the
inequality Eq. (16). The momentum-space Hamiltonian of the
model is

H (k) =

⎛

⎝
−2tdd (cos kx + cos ky) + δ 2itpd sin kx 2itpd sin ky

−2itpd sin kx 2tpp cos kx − 2t ′
pp cos ky i%

−2itpd sin ky −i% 2tpp cos ky − 2t ′
pp cos kx

⎞

⎠. (22)

We focus on the lowest band. A topological phase tran-
sition can be induced by changing %. We use a set of
parameters discussed in Ref. [55], which are tdd = tpd =
tpp = 1 and δ = −4tdd + 2tpp + % − 2tpp%/(4tpp + %) and
t ′
pp = tpp%/(4tpp + %). The Chern number and the quantum

volumes are plotted in Fig. 4. There is a topological phase
transition at % = 4. We also plot the band flatness in the inset
of Fig. 4. The band flatness is evaluated by the ratio between
the band width and the band gap; the smaller value of this
ratio implies that the band is flatter. In the topologically trivial
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図 2：ハーパー・ホフスタッター模型の量
子体積をπで割ったものを磁場の強さの
逆数でプロットしたもの。チャーン数が１
のバンドを考えている。論文[3]より。 
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FIG. 3. Geometric energy amplification and attenuation in the Hatano-Nelson dimer. (a) (Left) Dynamics of the total energy ET = E1 + E2

for adiabatic transformations (normalized to its initial value ET,i). (Inset) Path of the adiabatic transformation, for fixed J = 6.5 mHz, ramping
from δJ = 0 to/from different maximum values of δJmax = 3.4 (yellow), 4.3 (red), and 5.2 mHz (blue). (Right) Plot of the total energy vs
the instantaneous δJ value, for the yellow and blue paths. The black dotted line shows the expected parametric dependence of ET /ET,i on
δJ for fully adiabatic evolution under H . (b) Dynamics of ET for CW (purple) and CCW (gold) paths as specified by the inset, centered at
(J, δJ ) = (6.5, 2.2) mHz and having a radius of 2.2 mHz. The colored dashed lines in the main panels relate to the time-dependent solutions of
the Schrödinger-type equation based on evolution under the ideal HN model, including nonadiabatic effects caused from finite ramp durations
of Tramp = 500 for (a) and 1000 s for (b).

Results. We first experimentally establish the PT -
symmetry breaking phase diagram of the canonical two-site
Hatano-Nelson model, with tunable reciprocal (J) and nonre-
ciprocal (δJ) components of the real-valued intersite hopping,
but with no intersite bias (" = 0). In this case, for fixed J , an
exceptional point and PT -symmetry breaking phase transi-
tion are encountered at δJ = J , as previously demonstrated
with this platform by spectral analysis in Ref. [20]. In the
full (J, δJ) parameter space, there are two distinct regions of
conserved and broken PT symmetry, denoted by white and
grey in Fig. 2(a). We experimentally determine the excep-
tional line separating these regions by probing the breakdown
of adiabaticity and the rapid onset of energy growth as states
cross over into the PT -broken region, as shown in Fig. 2(b).
We prepare eigenmodes of the symmetric double-well for
various fixed values of the reciprocal hopping J , and then
linearly ramp δJ from 0 to 1.2 J over 400 s. We establish the
exceptional points (white circles) by determining the instanta-
neous δJ values for which there begins to be energy growth
at the otherwise decaying first site, as shown in Fig. 2(c).
Here, an observable proportional to the ith oscillator energy
Ei(t ) is reconstructed from the measured xi and pi signals
[20]. We can then associate the oscillators’ energy dynamics
with relative changes in the macroscopic mechanical energy
population Ni(t ) ∼ Ei(t )/h f0.

We now restrict ourselves to the PT -symmetric region
of Fig. 2(a), exploring the adiabatic gauge invariant non-
Hermitian Berry phase acquired (via the energy dynamics of
prepared eigenmodes), as we slowly evolve along controlled
paths in parameter space. In Fig. 3(a), we first prepare our sys-
tem as an eigenmode of the symmetric double well for a fixed
reciprocal hopping J = 6.45 mHz, and then we smoothly vary
the asymmetric hopping as δJ (t ) = δJmax sin2(πt/Tramp) over
a time Tramp = 500 s. From the left inset, this corresponds
to a closed linear path in parameter space from the black
dot at δJ = 0 to one of the colored dots (representing dif-

ferent values of δJmax), and back. It is seen in Fig. 3(a) that
the total energy increases as the trajectory moves closer to
the exceptional line, with the blue (δJmax = 5.16 mHz) path
showing the largest gain. For such a trajectory, the energy
in the system is determined by the instantaneous δJ value,
as confirmed by the parametric collapse of the energy vs.
δJ for the yellow and blue curves, shown in the right plot.
To note, slight wiggles in both the data (solid lines) and the
numerical simulation curves (dashed lines that include effects
of the finite ramp duration), arise primarily from nonadiabatic
deviations accumulated near the exceptional line. However,
for all curves the total energy returns to near its initial value at
the end of the trajectories, consistent with adiabatic evolution
along a time-reversed path that encloses zero non-Hermitian
flux.

In Fig. 3(b), we start from the same conditions but now
move along closed circular loops by also varying the sym-
metric hopping term J by a sinusoidal function over a time
period of 1000 s. Coordination between the variation of J
and δJ allows us to make either clockwise or counterclock-
wise paths in parameter space (inset). The energy dynamics
curves for the two path directions are essentially (up to small
nonadiabatic corrections) mirrored versions of each other with
respect to the time midpoint Tramp/2, as the gauge-invariant
Berry phase accumulated from the common starting point is
again uniquely determined by the instantaneous position in
parameter space. This is consistent with the fact that these
finite-area paths enclose zero non-Hermitian Berry phase. To
note, the curves in Figs. 3(a) and 3(b) do exhibit percent level
gain and loss over their respective evolution times of 500 and
1000 s, stemming from residual loss and gain terms at the
scale of a few µHz.

We now explore closed paths in parameter space that
enclose a region of broken PT symmetry, and which corre-
spondingly acquire a finite non-Hermitian Berry phase. We
accomplish this by introducing a site-to-site energy bias (").
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図 3：パラメータ空間の非エルミート・
アハロノフ・ボーム効果。パラメータ空
間中で閉曲線を描く軌跡を考えている。
その軌跡の途上での波動関数のノルム
の変化は非エルミート・ベリー位相が予
言するものと一致する。論文[7]より。 



ことになる。ベリー位相はエルミート系では閉曲線に対して定義されるが、非エルミート系では
開曲線についてもゲージ不変な形で定義することができ、波動関数のノルムの変化という形で
適切な系では観測可能である。 
 閉曲線でベリー位相を考える場合には曲線内部のベリー曲率の積分と等しく、非エルミート
系では一般に虚部が出てくる。ベリー曲率はパラメータ空間における磁場のような役割を果た
す。虚数のベリー曲率は、その意味でパラメータ空間の虚数の磁場である。私は、実空間の虚数
の磁場の影響も同様に調べた[8]。具体的には、実空間の磁場がかかった２次元格子模型である
ハーパー・ホフスタッター模型で磁場を虚数にしたものを考えた。パラメータ空間の場合は外部
からパラメータを断熱的に変化させた時の状況を調べるが、実空間の場合は波束を動かした際
のダイナミクスを調べることで非エルミート・アハロノフ・ボーム効果が見られることを見つけ
た。 
 
 以上、３つの方向性の全てについて当初予定していた目的を達成することができている。 
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