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研究成果の概要（和文）：強い相互作用の基礎理論である量子色力学(QCD)の有限温度における物理量を格子ゲ
ージ理論を用いて第一原理から計算する。この計算は、素粒子の極限状態における性質というアカデミックな興
味のみならず、初期宇宙の進化、重イオン衝突のダイナミクス、またアキシオンダークマターの残存量などの研
究への基礎的データを理論の側から与える。従来の計算法では、格子間隔を変化させた場合の格子パラメターの
変化（いわゆるベータ関数）の決定に莫大な計算量が必要であった。我々はグラディエント・フローを用いた物
理量の構成（SFtX法）を用いることで、この困難を回避した。当初計画した数値計算はほぼ終了し最終的な解析
が残されている。

研究成果の概要（英文）：We calculate the quantities in finite temperature Quantum Chromodynamics 
(QCD), which is the fundamental theory of strong interactions, using lattice gauge theory from first
 principles. This calculation answers not only academic question on the properties of particles in 
extreme states but also provides fundamental data from a theoretical perspective for studying the 
early universe evolution, dynamics of heavy-ion collisions, and the abundance of axion dark matter. 
In conventional methods, a tremendous amount of computational resources is required to determine the
 variation of lattice parameters under the change of the lattice spacing (the so-called beta 
function) . We circumvent this difficulty by employing the gradient flow to construct the physical 
quantities (SFtX method). The initial numerical calculations are almost completed, and only the 
final analyses remain.

研究分野： 素粒子論

キーワード： 格子ゲージ理論　量子色力学　グラディエント・フロー　有限温度QCD

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
強い相互作用の基礎理論である量子色力学(QCD)の有限温度における物理量を格子ゲージ理論を用いて第一原理
から計算する。この計算は、素粒子の極限状態における性質というアカデミックな興味のみならず、初期宇宙の
進化、重イオン衝突のダイナミクス、またアキシオンダークマターの残存量などの研究への基礎的データを理論
の側から与える。当研究の目的の一つには、従来の計算法が必要とした莫大な計算量の低減に、我々の開発した
グラディエント・フローを用いた物理量の構成（SFtX法）が有効であることを実証することにもあった。最終的
な解析結果にはもうしばらく時間が掛かるが、現状では有望な結果が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
自然界の究極構成要素である素粒子は、現在到達可能なエネルギー領域まで、いわゆる「標準模
型」により極めてよく記述される。この意味で、我々は素粒子を支配する法則を既に知っている
が、このことが現象の理解を直ちには意味しない。特に、強い相互作用の基礎理論である量子色
力学 (QCD) では、低エネルギーで相互作用が極めて強くなり、解析的な計算が不可能となる。
この強い相互作用が引き起こす複雑で多彩な物理現象を理解することは、物理学の重要課題の
一つである。この研究を第一原理から可能にする方法が格子ゲージ理論であり、この定式化に基
づく大規模数値シミュレーションにより、強い相互作用のダイナミクスの解明は大きく進んだ。 
 
こうした状況のもと残されている問題の一つとして、QCD の有限温度での各種物理量、具体的
には、熱力学量（状態方程式）、カイラル凝縮、トポロジカル感受率、粘性係数などの計算が挙
げられる。この計算は、素粒子の極限状態での物性の理解というアカデミックな興味に留まらず、
初期宇宙の進化、中性子星の内部構造、重イオン衝突のダイナミクス、またアキシオンダークマ
ターの残存量などを解明する上での基礎的なデータを理論の側から与える。注目すべきなのは、
格子ゲージ理論におけるこれまでの理論的理解とアルゴリズムの進歩により、十分な計算機資
源があればこの計算は遂行可能という点である。ところが、歴史的また財政的な理由から、我が
国ではこの計算が十分な形で行われていないのが現状なのである。 
 

 

図 1：スタッガードフェルミオンを用いた、

物理点でのトレースアノマリー。横軸は温度。 
 
図１をご覧頂きたい。これらは、有限温度 QCD
でのトレースアノマリーと呼ばれる熱力学量を
格子ゲージ理論により計算したもので、2014 年
までにそれぞれヨーロッパとアメリカのグルー
プにより発表されたものである（引用文献①と
②）。これらは、軽いクォークであるアップ・ダ
ウン・ストレンジを取り入れ、ただしアップと
ダウンの質量差は無視する 2+1 フレーバー

QCD と呼ばれる近似内のものだが、現実とほぼ同じアップ・ダウン・ストレンジクォークの質
量（これを物理点と呼ぶ）、格子の間隔を 0 にする連続極限を取っている、という点で理想的で
あり、このため有限温度 QCD の熱力学量の計算はすでに完了したと広くとらえられている。し
かしながら、これらの計算では数値計算のコストおよび歴史的な理由から、クォークをスタッガ
ードフェルミオンという定式化で定義している。実は、クォークのスタッガードフェルミオンの
理論的正当性はたびたび疑問視されてきたのである。 
 
一方我が国では、2006 年頃より、金谷・初田らを中心とした WHOT-QCD Collaboration が、
有限温度 QCD の物理点での計算に向けたプロジェクトを開始している。ここでは、スタッガー
ドフェルミオンの理論的正当性が不明確であることを念頭に、理論的基礎の明確なウィルソン
フェルミオンを用いている。ただし、ウィルソンフェルミオンには、スタッガードフェルミオン
に比べより多くの計算量を必要とするという難しさがある。図 2 は、2012 年段階での WHOT-
QCD Collaboration の結果（引用文献③）で、2+1 フレーバーQCD の熱力学量に対する世界初
のものであるが、計算量の制約から、ストレンジクォークは、ほぼ物理点の質量であるが、アッ
プ・ダウンクォークが物理点よりやや重いパイ中間子の質量で約 490MeV（現実の世界では約
140 MeV、これらはアップ・ダウンクォークの質量にほぼ比例する）、格子間隔は 0.07 fm と固
定で連続極限は取られていない、という計算であり、これらの点で不満足であった。 
 



 

図 2：ウィルソンフェルミオンを用いた、積

分法によるトレースアノマリー他の熱力学量 
 
そこで WHOT-QCD Collaboration では、2010
年頃より物理点における有限温度ゲージ場の配
位生成を進めた。（格子ゲージ理論では、経路積
分の重みに比例して分布するゲージ場の配位を
数値的に生成し、物理量をそれらにわたる平均
値として計算する。）物理点の軽いクォークでの
計算には、条件数の大きな巨大線形連立方程式

を解く必要があり、これが多大の計算資源を要する。また、通常、有限温度 QCD での熱力学量
の計算には、積分法という方法が用いられるが、この方法では、物理量を保って格子間隔を変化
させた時の格子ゲージ理論パラメターの微分（ベータ関数と呼ばれる）を計算する必要がある。
このためには、多数の格子ゲージ理論パラメターに対する数値シミュレーションが必要で、この
理由から WHOT-QCD Collaboration での物理点クォーク質量での研究は、2012 年以降足踏み
状態であった。 
 
こうした状況のもと、2013 年に、鈴木によりグラディエント，フローにより格子ゲージ理論で
のエネルギー運動量テンソルを定義する全く新しい方法（SFtX 法）が提案され、有限温度 QCD
での熱力学量を計算するこれまでと全く異なったアプローチが誕生した（文献④）。このアプロ
ーチはクォークを含まない SU(3)ゲージ理論での熱力学量の計算に早速応用され、その有効性が
検証された（文献⑤）。 
 
このアプローチは、クォークを含む QCD での計算に特に有効である。（そのための理論的定式
化は文献⑥でなされた。）つまり、この方法では、エネルギー運動量テンソルの表式が先験的に
分かるため、熱力学量に対応したエネルギー運動量テンソルの対角成分の期待値を計算すれば
よい。つまり、上記のベータ関数を計算する必要がないのである。さらに、グラディエントフロ
ー法により、カイラル感受率やトポロジカル感受率など、これまでウィルソンフェルミオンでは
計算が困難であった量の評価の可能性も拓かれた。このグラディエントフロー法を実際に有限
温度 QCD に適用したのが、文献⑦であり、そこでの結果の一部を図３に示した。ただし、ここ
では上記の WHOT-QCD Collaboration のゲージ場配位を用いており、アップ・ダウンクォーク
の質量は物理点よりやや重く、格子間隔も 0.07 fm のみで連続極限は取られていない、とまだ不
満足なものである。 
 

 

図 3：グラディエントフロー法による有限温度 QCD の熱力学量（左がエントロピー密度、

右がトレースアノマリー） 

 
２．研究の目的 
 
上でも述べたように、この研究の目的は、強い相互作用の基礎理論である量子色力学 (QCD) の
有限温度における各種物理量を、格子ゲージ理論により第一原理から数値計算することにある。
この計算は、素粒子の極限状態における物性的性質というアカデミックな興味のみならず、初期
宇宙の進化、宇宙の元素合成に重要な中性子星の内部構造の解明、重イオン衝突のダイナミクス、
またアキシオンダークマターの残存量などを解明する上での基礎的なデータを理論の側から与
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える。上で強調したように、我々の最終目標は、ウィルソンフェルミオンという理論的基礎が明
確な格子ゲージ理論の定式化を用い、有限温度 QCD での物理量を、物理点クォーク質量に対し
て、連続極限を取って計算することである。本研究の独自性は、グラディエントフロー法という
新しい理論的定式化を用いることで必要計算量を軽減し、この目標への到達を現実的なものと
するところにある。これが達成された暁には、この問題における諸外国に対する大きな遅れを取
り戻し、有限温度 QCD での物理量をより理論的に満足のいく形で決定できると考えた。 
 
３．研究の方法 
 
これまで述べたように、有限温度 QCD での物理量を、物理点クォーク質量の場合に対して、連続
極限を取って決定したい。このためには、いくつかの格子間隔に対してゲージ場の配位を生成し、
物理量を計算、そして格子間隔ゼロへの外挿を行うことが必要である。ここで、格子間隔を変え
ても物理量（例えば中間子の質量）が変化しないよう格子ゲージ理論のパラメターを選ぶ必要が
あるが、このパラメター探索自体が、多大の数値計算を必要とする。そこで我々は、PACS 
Collaboration の厚意を得て、0.08fm、0.06fm、0.04fm の格子間隔に対してパラメター探索が既
に完了している物理点でのゲージ場配位（PACS10 配位（文献⑧）））を使わせて頂くことを想定
した。ただしこれらはゼロ温度でのゲージ場配位であり、我々は、これらと同じ格子パラメター
で、有限温度でのゲージ場配位を独自に生成しなくてはならない。そこで、本研究では、研究費
として計上した計算機使用料により、北海道大学情報基盤センターのスーパーコンピュータ
Grand Chariot の 52 ノードを占有使用することで、格子間隔 0.08fm、格子サイズ 32^3x12 及び
48^3x12（これらは温度 193MeV に相当）、また、格子間隔 0.08fm、格子サイズ 32^3x16（これは
温度 145MeV に相当）のゲージ場配位の生成を行った。さらに、これらのゲージ場配位群と PACS10
での格子間隔 0.08fm ゼロ温度配位（格子サイズは 64^4）、また、以前 PACS-CS Collaboration
によって得られた物理点クォーク質量でのゲージ場配位（格子間隔 0.09fm）、に対して熱力学量
の測定を行った。 
 
４．研究成果 
 
まず、物理的質量クォークに対する PACS-CS Collaboration の格子パラメターをもとにした格
子間隔 0.09fm のゲージ場配位に関するものである。温度、122 MeV、137 MeV、146 MeV、219 MeV
のものに対して、我々が開発した SFtX 法を用いて熱力学量の測定を行った。熱力学量のうち、
エントロピー密度に関しては、まだ preliminary ではあるが、図４に示す通り、他グループの先
行研究の結果とほぼ無矛盾な結果が得られた（この結果については論文で発表予定）。一方、も
う一つの熱力学量であるトレースアノマリーに関しては、これまで文献⑦で現実より重いクォ
ークの場合に我々が経験した通り、先行研究の結果より数倍大きな値が得られる。この不一致に
関しては、我々が用いているゼロ温度配位の妥当性が疑われ、この点を明らかにするために HPCI
で使用申請した富岳などの計算機資源を用いて、ゼロ温度とみなせるサイズ 32^4 の格子でのゲ
ージ場配位を独自に生成した。これに関しては、これまでに 200 程度の配位を得たが、問題の物
理量を見る限り未だ熱平衡に達していないように見え、この大きなトレースアノマリーの問題
の理解は今後の課題である。 
 
一方、PACS10 の格子パラメターをもとにした格子間隔が 0.09fm の配位で、温度が 145 MeV、193 
MeV のものに関しても SFtX 法による測定を行った。少なくとも 193 MeV のものに関しては、エ
ントロピー密度は既存の結果とほぼ無矛盾に見える結果が得られた (図５)。一方、トレースア
ノマリーは依然数倍大きな値を与えている。このことから、大きなトレースアノマリーの問題は、
格子化誤差の観点からも再検討する必要があるように思われる。この結果についても論文で発
表予定である。また、連続極限に向けた研究までは達成できず、これも今後の課題として残った。 
 

 
図 4：PACS CS の格子パラメターに基づいたエントロピー密度の計算結果。格子間隔



0.09fm で、温度は、122 MeV、137 MeV、146 MeV、BW と HQ は文献①と②の結果。 
 

 
図 5：PACS10 の格子パラメターに基づいた SFtX 法による熱理学量の計算方法。左がエ

ントロピー密度、右がトレースアノマリー。横軸はフロー時間で、値のゼロへの外挿が物理

的結果を与える。 
 
こうした当研究課題での主たる研究の他に、当科研費でサポートされた研究テーマとして、2ル
ープの摂動係数を SFtX 法で用いた場合の QCD 熱力学量の測定（これは現実より重い質量のクォ
ークに関するもの）、S^1コンパクト化された空間でのadjoint QCDにおけるリノマロンの解析、
SFtX 法による 4 フェルミオン演算子の定義から K 中間子バッグ定数を決定する研究、有限温度
純 Yang-Mills 理論における潜熱の SFtX 法による測定（ここではエネルギー運動量テンソルの
定義を用いる）、グラディエント・フローに示唆されたゲージ対称性を保つ厳密くりこみ群の定
式化とその解析、SFtX 法におけるゼロフロー時間への外挿公式のくりこみ群による研究、グラ
ディエント・フローに基づいたウィルソン流くりこみ群の解析、格子ゲージ理論における分数ト
ポロジカル電荷の定式化とその一般化された対称性のアノマリーへの応用（この論文は PTEP の
Editors’ choice 論文に選出）、ホッピングパラメター展開に基づいた重いクォーク領域の QCD
のカイラル臨界点の決定、などの研究を行った。これらの研究成果については、発表論文の業績
リストを御覧頂きたい。 
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