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研究成果の概要（和文）：機械学習でよく用いられるRectified Linear Unitの特性を活かしたスモールゲイン
定理を導出した。また、2次制約付き2次計画問題（QCQP）の半正定値計画（SDP）緩和条件を解析し、森構造や
同時三重対角化可能な場合への適用を示した。さらに、悪条件下のSDPにおいて、強い最適性条件（SOSP点）へ
の収束を保証するアルゴリズムを開発し、従来の手法と比較して局所的な収束性を強化した。そのほかに、リカ
レント・ニューラルネットワークの安定性解析、正定値錐上の制約付き最適化問題の改善、および2部グラフを
用いたQCQPの解析等を行った。また、悪条件SDPの完全解法に関する理論も構築した。

研究成果の概要（英文）：A small-gain theorem leveraging the characteristics of the Rectified Linear 
Unit, commonly used in machine learning, was derived. Next, the semidefinite programming (SDP) 
relaxation conditions for quadratic constrained quadratic programming (QCQP) were analyzed, 
demonstrating applicability to forest structures and simultaneously tridiagonalizable cases. 
Additionally, an algorithm guaranteeing convergence to points satisfying strong optimality 
conditions (SOSP points) under ill-conditioned SDP was developed, enhancing local convergence 
compared to traditional methods. Other research also included stability analysis of recurrent neural
 networks, improvements in constrained optimization problems on the positive semidefinite cone, and 
QCQP analysis using bipartite graphs. Furthermore, a theory for the complete solving ill-conditioned
 SDPs was established.

研究分野： 連続最適化
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、機械学習や最適化理論において進展をもたらすものである。例えば、Rectified Linear Unitを用い
たスモールゲイン定理の導出により、安定性解析がより正確かつ効率的になる。また、QCQPに関する研究は、従
来より大きなQCQPを高速に安定的に解くことを可能にしたので、応用の幅が広がった。SOSPへの収束の証明や悪
条件の錐線形計画問題を厳密に解く研究は、理論を深めるものとして重要なものであり、今後の進展が待たれ
る。全体として、錐線形計画に関連するこれらの技術は、最適化問題の理論的な深まりと実践的応用を促進する
ものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
1. 研究開始当初の背景 

 
錐線形計画（Conic Programming）は、凸最適化問題の一つであり、閉じた凸錐と線形部分
空間、定ベクトルによって定義される問題である。この問題は、線形計画（Linear 
Programming, LP）を凸性を保ちながら拡張したもので、さまざまな最適化モデルを含んで
いる。近年、錐線形計画の研究は急速に進展しており、その応用範囲も広がっている。たと
えば、線形計画（LP）、二次錐計画（SOCP）、半正定値計画（SDP）などがその代表的なサ
ブクラスである。 
しかし、これらの問題の実用化においては「悪条件な問題」が大きな障害となっている。悪
条件な問題とは、最適解が存在しない、もしくは双対問題と最適な値が一致しないような問
題を指す。このような悪条件な錐線形計画問題に対して、既存のアルゴリズムでは適切に解
くことが難しいため、本研究ではこれらの悪条件問題に対応する新しいアルゴリズムの開発
を目的としている。また、この研究により錐線形計画の理解を深め、実用的な解決策を提供
することを目指した。本研究は錐線形計画における悪条件性を克服し、より広範な応用を実
現するための重要なステップとなることが期待される。 
 

2. 研究の目的 
 
本研究の目的は、錐線形計画の実用化の障害になっている悪条件性を深く理解し、それに対
応する新しいアルゴリズムを開発するとともに、さまざまな錐線形計画問題において実用化
を目指すものである。具体的には、以下を目標としていた。 
(ア) 悪条件な錐線形計画問題に対する FRA(Facial Reduction Algorithm)に関する研究 
(イ) 一般化 KYP 補題に現れる不安定な SDP に関する研究 
(ウ) Positive System と錐線形計画に関する研究 
(エ) 半無限計画と PRA(Projection and Rescaling Algorithm) に関する研究 
(オ) 悪条件 SOCP の解法とその応用に関する研究 

 
3. 研究の方法 

 
基本的に理論系の研究なので、集まって議論したり、互いに情報交換したりというのが研究
スタイルになる。あとは計算機を用いた数値計算によって理論を検証することである。 
各自で適切に情報交換しながら研究を進めていき、年に１度くらいはみんなで集まって議論
をしよう、というのが当初の計画であったが、まさにコロナ禍に直撃されたため、計画通り
には進まなかった。最終年にシンポジウムを開催したのが最初で最後の対面ミーティングと
なってしまったことは誠に残念である。 
 
 

4. 研究成果 
 
本研究プロジェクトは、錐線形計画における悪条件性を深く理解し、これに対処する新しい
アルゴリズムを開発することを目的としていた。以下に、過去 4 年間の研究成果を述べる。 
 
2019 年度  
本年度の研究は、Chubanov が提案した多項式アルゴリズムを半無限計画に拡張することに
焦点を当てた。このアルゴリズムは、オラクルと射影およびスケーリングを用いて同次 LP
の許容解を求めるものであり、許容領域の体積を条件数として反復回数を評価する手法であ
る。特に条件数がゼロの場合には、面削減法を適用する必要があることが確認された。また、
Chubanov の最初のアルゴリズムを対称錐に拡張し、数値実験を通じてその有効性を検証し
た。これらの研究結果は国際会議で発表された。 
2020 年度  
この年度は、主に以下の三つの領域で研究が進展した。第一に、非負信号に限定した離散時
間線形時不変系の l2 誘導ノルムに関する研究が行われた。具体的には、Rectified Linear 
Unit が非負信号のみを出力することに着目し、l2+誘導ノルムを導入することで、スモール
ゲイン定理を導出した。第二に、二次制約付き二次計画問題（QCQP）に対する半正定値計画
（SDP）緩和の研究が行われた。森構造を持つ QCQP に対して、半正定値計画緩和が元の QCQP
と同じ最適値を得るための条件を解析し、同時三重対角化可能な QCQP への適用も行った。
第三に、悪条件な SDP に対する新しいアルゴリズムの開発が進められた。特に、制約想定が
成立していない条件下で AKKT および TAKKT 最適性条件を満たすアルゴリズムを開発し、そ
の大域的および局所的収束性を実証した。 



2021 年度  
この年度には、非凸二次計画（QCQP）の二次錐計画（SOCP）緩和における aggregate sparsity
を用いた手法を提案し、その有効性を数値実験により確認した。また、半正定値制約を持つ
非線形最適化問題に対する新しい主双対内点法を提案し、その大域的収束性を証明した。さ
らに、悪条件な半正定値計画問題における主双対ペアの双対ギャップの解析が進められた。
特に、主双対ペアが弱実行可能または弱実行不可能な場合において、双対ギャップが正とな
る可能性を示し、非許容内点法の解析につなげた。 
2022 年度  
本年度の研究は順調に進展し、特に制御理論、非凸二次計画問題、および錐制約を持つ非線
形最適化問題に関する研究が進められた。具体的には、以下の四つのカテゴリに分けて実施
された。第一に、スイッチングを跨ぐ線形時不変離散時間システムのハンケルノルムに関し
て、非負システムを用いた特徴づけを行い、その一部が線形計画（LP）および半正定値計画
（SDP）として特徴づけられることを示した。第二に、非凸二次制約を持つ非凸二次計画
（nonconvex QCQP）に関する研究で、SOCP 緩和に aggregate sparsity を用いる手法を提案
し、これが実際に二次錐の数を減らすことを証明した。第三に、錐制約を持つ非線形最適化
問題に対する理論的な研究で、新しいタイプの主双対内点法を提案し、その大域的に KKT 点
に弱収束することを証明した。第四に、悪条件な錐線形計画の理論に関する研究で、半正定
値計画問題の主双対ペアにおいて、双対ギャップがあるときに少しだけ主双対ペアを摂動さ
せる問題を考え、その最適値関数の性質を調べた。 
 
総じて、これらの研究成果は錐線形計画の理論的理解を深めるだけでなく、実用的な解決策
を提供するものである。特に、悪条件性に対する新しいアプローチやアルゴリズムの開発が
進展し、広範な応用が期待される成果を挙げている。今後も引き続き研究を深化させること
で、錐線形計画の実用化がさらに促進されることが期待される。また、これまでの研究を基
に、他の最適化問題への応用も視野に入れており、最適化分野全体に対する大きな貢献が期
待される。 
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