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研究成果の概要（和文）：　中心電荷２４の正則頂点作用素代数の分類は、ムーンシャイン頂点作用素代数の特
徴付けを除いて研究開始時に個別の方法で解決されていた。したがって、統一的な分類方法が望まれていた。
　本研究では、ムーンシャイン頂点作用素代数以外の中心電荷２４の正則頂点作用素代数の統一的な構成および
一意性の証明方法を確立した。その応用として、これらの自己同型群の構造を決定した。そのために、リーチ格
子の部分格子に着目し、そこから得られる格子頂点作用素代数の軌道体の自己同型群の決定した。

研究成果の概要（英文）：The classification of holomorphic vertex operator algebras of central charge
 24 are done by case-by-case analysis except for the characterization of the moonshine vertex 
operator algebra. Hence a uniform proof for the classification is expected.
In this research project, we give a uniform construction and classificaiton of holomorphic vertex 
operator algebras of central charge 24 except for the characterization of the moonshine vertex 
operator algebra. As an application, we determine their automorphism groups. In order to do so, we 
forcus on some sublattices of the Leech lattice and determine the automorphism groups of the 
orbifolds of the associated lattice vertex operator algebras.

研究分野：頂点作用素代数

キーワード： 代数学　頂点作用素代数　正則頂点作用素代数　自己同型群　リーチ格子

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
中心電荷２４の正則頂点作用素代数の分類問題は、数理物理学における２次元共形場理論のある種の分類問題に
対応しており、作用素環論などの他の数学分野でも注目されている問題であった。したがって、この問題への新
しい解決法が与える影響は大きい。本研究成果はすでにいくつかの数理物理学等の研究で応用されている。ま
た、自己同型群の群構造や正則頂点作用素代数の記述を通じて、有限群論や組合せ論への繋がりも見つかった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
中心電荷２４の正則頂点作用素代数の分類問題は、頂点作用素代数の研究開始当初からの基
本的問題であった。特に、正則頂点作用素代数の共形重さ１の空間のリー代数構造が７１個通り
であることが理論物理学で示されたため、これらリー代数に対して、それを内包する正則頂点作
用素代数がただ一つ存在することが期待されていた。その後、軌道体構成法の理論が確立された
ことにより、７１個の正則頂点作用素代数の構成が２０１６年に完了した。また、逆軌道体構成
法を用いた一意性の証明方法が提案され、２０１８年にリー代数が自明でない７０個に対して、
リー代数構造から正則頂点作用素代数がただ一つに決まる一意性が証明された。しかしながら、
構成も一意性も軌道体構成法を複数回組み合わせた事による個別の証明であり、さらなる理解
のために統一的な証明が望まれていた。 
また、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の自己同型群の決定は基本的かつ重要な問題の一
つであった。特に、リー代数から得られるリー群以外の群構造の決定が本質的な問題であった。
自己同型群は格子頂点作用素代数などの特別なクラスに対して決定されていたが、未決定のも
のも多く残されている状況であった。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は中心電荷２４の正則頂点作用素代数の統一的な構成および一意性の証明を行
うことである。また、その応用として、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の自己同型群の構造
を決定することである。 
 
３．研究の方法 
 
 ２０１７年に Gerald Hoehn 氏によって提案された有限アーベル群上の二次形式と単純カレ
ント拡大を組み合わせる方法を数学的に正当化し、統一的な構成方法と一意性の証明を行う。こ
こで拡大の元になる頂点作用素代数は１０個ある。これらと適切な格子頂点作用素代数のテン
ソル積の単純カレント拡大として７０個の中心電荷２４の正則頂点作用素代数を実現し、その
同値類を分類する。そのために、まず、１０個の頂点作用素代数の自己同型群の決定を行う。こ
れら１０個はすべてリーチ格子の部分格子の軌道体として構成されている。このうち５個は素
数位数の自己同型に付随する軌道体であり、先行研究で自己同型群が決定済みであった。残りの
５個は位数が合成数の場合であるが、計算機等も使いながら自己同型群の決定を行う。二次形式
を決定し、直交群の構造を見ることがポイントとなる。その後、単純カレント拡大として７０個
の中心電荷２４の正則頂点作用素代数を実現する。単純カレント拡大として得られる正則頂点
作用素代数の同型類は二次形式に関する極大等方的部分空間の同型類に対応するため、１０個
の自己同型群と格子頂点作用素代数の自己同型の構造を用いて構成と分類が可能である。これ
により、構成と一意性の統一的な証明を同時に行うことができる。 
 その後、自己同型群の決定を行う。まず、１０個の自己同型群と格子頂点作用素代数の自己同
型の直積のうち、拡大を保つ部分群を決定し、この部分群が誘導する群を決定する。ここから、
リー代数上への外部自己同型群とリー代数上に自明に作用する部分群を求める。 
 
４．研究成果 
 
 本研究成果によって研究の目的である中心電荷２４の正則頂点作用素代数の統一的な構成お
よびムーンシャイン頂点作用素代数以外の７０個の統一的な一意性の証明が完成した。さらに、
これら正則頂点作用素代数の自己同型群の構造も決定した。 
本研究は計画通りの研究方法を行い、期待される成果を出すことが出来た。まず、位数が合成
数である５個の場合のリーチ格子の部分格子に付随する格子頂点作用素代数の軌道体の自己同
型群の構造を決定した。頂点作用素代数から得られる二次形式を持つ有限アーベル群の直交群
を具体的に計算し、群論的な性質を用いて、群構造を決定した。この成果に基づき、単純カレン
ト拡大の理論を用いて、中心電荷２４の正則頂点作用素代数の構成および一意性の証明を行っ
た。また、自己同型群の決定も行った。具体的にはリー代数の外部自己同型と置換から得られる
外部自己同型群とリー代数上に自明に作用する群の構造の決定を行った。どちらも格子の自己
同型群の計算に帰着させ、計算機を用いながら、群構造の決定を行った。これらを表としてまと
めており、既に他の研究者によって使われている。また、本研究を遂行中に副産物としていくつ
かの研究成果を得ることが出来た。 
まず、リーチ格子頂点作用素代数から軌道体構成法ですべての中心電荷２４の正則頂点作用
素代数を構成できることを証明した。本研究目的の一部の別証明となっている。 
さらに、格子頂点作用素代数の軌道体の自己同型群を研究した。特に、構成法 Bで得られる偶



格子に対して、付随する格子頂点作用素代数の軌道体が例外的な自己同型を持つことを証明し
た。また、素数位数の場合に、例外的な自己同型を持つような格子の分類を行った。その結果、
構成法 Bで得られるか、リーチ格子の部分格子となることがわかった。これはリーチ格子の特殊
性を示す成果の一つとなっている。また、位数が合成数の場合が残されており、今後の課題とな
っている。 
具体的な研究成果は次の通りである。 
 
(1) ある種の次元公式を作り、その応用として、リーチ格子頂点作用素代数から７１個の中心電
荷２４の正則頂点作用素代数が軌道体構成法を用いて構成できることを証明した。実際には、
正則頂点作用素代数の自己同型で固定点のリー代数が可換になるものを見つけ、軌道体構成
法を適用することで、リーチ格子頂点作用素代数が得られることを示した。この逆を辿るこ
とで、目的の主張が得られる。また、部分的に中心電荷２４の正則頂点作用素代数の一意性
の証明も行った。 
(2) リーチ格子の５個の部分格子に付随する格子頂点作用素代数の軌道体の自己同型群を決定
した。この５個は中心電荷２４の正則頂点作用素代数の研究に必須なものである。二次形式
を決定し、その直交群を決定することで、問題を解決した。また、これらの部分格子が構成
法 Bで得られることを証明した。そこから例外的な自己同型を持つことがわかり、その既約
加群への作用を具体的に記述した。そして、直交群の部分群の分類を用いて群構造を決定し
た。 
(3) 指標がある種の微分方程式を満たす頂点作用素代数の分類を行った。特に中心電荷が８と１
６の場合に着目し、ある種の仮定の下で、格子頂点作用素代数に限ることを証明した。特に、
微分方程式から得られる条件を用いて、いくつかの格子頂点作用素代数の特徴づけも行って
いる。 
(4) 中心電荷２４の正則頂点作用素代数の統一的な構成法およびムーンシャイン頂点作用素代
数以外の７０個の場合に対する統一的な一意性の証明を与えた。さらに自己同型群の構造も
決定し、リー群以外の部分の有限群の構造をリストとして与えた。特に、１０個の頂点作用
素代数と格子頂点作用素代数の単純カレント拡大として７０個の中心電荷２４の正則頂点
作用素代数を記述し、拡大の様子がリー代数構造から一意的に決まることを証明した。この
結果は、格子の自己同型群の構造を使った頂点作用素代数の自己同型群の群構造の決定方法
を提供した。 
(5) 格子頂点作用素代数の軌道体が例外的な自己同型を持つ場合を調べた。まず、格子が構成法
Bで得られるときに例外的な自己同型を持つことを構成的に証明した。また、素数位数の場
合に格子が構成法 Bで得られるか、またはリーチ格子の部分格子となることを証明した。特
に、格子頂点作用素代数の部分加群の軌道に捻じれ型が含まれている場合はリーチ格子の部
分格子になることを証明している。この成果は例外型の自己同型の研究の大きな助けとなる。 
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