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研究成果の概要（和文）：(1)新潟大学の星明考さん,呉工業高専の金井和貴さんとの共同研究である.kを代数的
数体,K/kを15次以下の代数拡大とするとき,K/kのHasseノルム原理が成り立つ必要十分条件を決定した.
(2)新潟大学の星明考さん,長谷川寿人さんとの共同研究である.15次以下の代数拡大K/kに対し,ノルム1トーラス
$R_{K/k}^{(1)}(G_m)$の安定k-有理性問題を決定した.
(3)新潟大学の星明考さんとの共同研究である.K/kを代数拡大でGalois閉包L/kがn次二面大群Dnのときにノルム1
トーラス$R_{K/k}^{(1)}(G_m)$の安定k-有利性問題を決定した.

研究成果の概要（英文）：(1)This is a joint work with Hoshi Akinari at Niigat University and Kanai 
Kazuki at Kure College. Let k be a number field,K/k be an extension of degree at most 15, we 
determined a necessary and sufficient condition for the Hasse norm principle for K/k.
(2)This is a joint work with Hoshi Akinari at Niigata University and Sumito Hasegawa. Let K/k be an 
extension of degree at most 15. We determined a complete answer to the rationality problem up to 
stable k-equivalence for norm one tori $R_{K/k}^{(1)}(G_m)$ of K/k.
(3)This is a joint work with Hoshi Akinari at Niigata University. We determined a complete answer to
 the rationality problem up to stable k-equivalence for norm one tori $R_{K/k}^{(1)}(G_m)$ of K/k 
whose Galois closures L/k are dihedral extensions.

研究分野： 代数学　特に数論

キーワード： 数論　代数幾何　計算数学　有理性問題　Hasseノルム原理　ノルム1トーラス
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研究成果の学術的意義や社会的意義
K/kのハッセノルム原理は数論でよく知られた問題だが,[K:k]が6以下の場合や素数の場合など特別な場合しか知
られていなかった.特に[K:k]=8,12の場合はほとんど知られていなかった.本研究では主にYu. A. Drakokhrust, 
V. P. Platonovの結果に従って計算機も用いてdegree 15まで網羅的に決定した.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
この問題は、Galois 逆問題「任意の有限群 G に対して、体 k の G 拡大が存在するか」と密
接に 関連している。 Galois 逆問題は、特に k=ℚのときは有名な未解決問題である。 有理
性問題が肯定的、すなわち K(x1,… ,xn)G が K 上純超越拡大であるとすると、K が Hilbert 
体である場合には、K 上の G 拡大が存在することが知られている。 元々の Noether 問題
は、G が x1,…,xnに置換作用として作用している場合を問題にしていた。 それをもっと色々
な作用に対して考えることを目的とする。 
 
２．研究の目的 
 
具体的な有理性問題を、代数幾何的手法や計算機をも用いつつ主に数論的手法を用いて研
究するのが目的である。具体的には 
(A) 不分岐コホモロジー群と有理性問題 
(B) 代数的トーラスと有理性問題 
(C) 数論および代数幾何のアルゴリズム開発 
の 3 つに大別される。 
 
３．研究の方法 
 
本研究は、数論や代数幾何の理論と、計算機による計算の両方を使った研究である。 有理
性問題は、主に代数幾何的な側面からさまざまな研究がなされている。しかしそれらの研究 
の多くは抽象的な概念や理論に基づいていて、具体的問題に適用するのは困難であった。本
研究 では数論や代数幾何の分野の枠組みにとらわれずに代数学のさまざまな分野の理論
を工夫して 活用し、計算機をも使用しつつ、今まで誰も解けなかった具体的な有理性問題
を解決することが 目的である。 
 
４．研究成果 
 
(1) 新潟大学の星明考さん,呉工業高専の金井和貴との共同研究である. k を代数的数体, K/k

を 15 次以下の代数拡大とするとき, K/k の Hasse ノルム原理が成り立つ必要十分条件
を決定した。 K/k が Galois 拡大のときや[K:k]が素数のとき,[K;k]が 6 以下のときはす
でに知られているが, K/k が非 Galois 拡大のときあまり知られていなかった。特に
[K:k]=8,12 のときはほとんど知られていなかった。 
ノルム 1 トーラス T に対し、T の弱近似定理を表す量として A(T),T の Hasse の原理の
成否を表す量として ш(T)が知られている。T の character module M に対して M の
flabby class を[F]とするとき、完全列 
 0 → A(T) → H1(F) → ш(T) → 0  
が成り立つことが知られている(Voskresenskii)。理論的にも技術的にも工夫されたアル
ゴリズムを用いることにより、代数的数体の 15 次以下の代数拡大に対して ш(T)=0 と
なる条件を網羅的に決定した。この結果の応用例として玉河数 τ(T)を計算することがで
きる。 
 
k を代数的数体，L ⊃ K ⊃ k を有限次拡大の列で L は k 上 Galois 拡大とする． 
Obs(K/k) = (NK/k(A×

K)∩k× )/NK/k(K× ) を K/k のハッセノルム原理の total obstruction， 
Obs1(L/K/k) = (NK/k(A× K)∩k×) / ((NL/k(A× L)∩k× )NK/k(K×)) を有限次拡大の列 L⊃K⊃k
に対応する K/k のハッセノルム原理の first obstruction と呼ぶ。 
 
Obs(K/k) = 1 は K/k のハッセノルム原理が成り立つための必要十分条件になってい
る。また Obs1(L/K/k) = Obs(K/k)/(NL/k(A× L)∩k× )である．一般に Obs(K/k)の計算は難
しいが，Obs1(L/K/k) の方は比較的簡単に計算できることが知られている。そこで、K
を含む k の Galois 拡大 L を適当に取って、total obstruction を first obstruction の計
算に帰着させることを考える。Galois 群の Schur cover を取ることにより、そのような
L が存在することは知られていた。しかしそれでは[K:k]が 8 や 12 の場合は、網羅的に
計算するのは現実的ではない。そこでなるべく次数の低い L を取ることにより[K:k]が
15 以下の場合に網羅的に計算することを可能にした。 
 
Hoshi, K.Kanai, A.Yamasaki: Norm one tori and Hasse norm principle. Mathematics 
of Computation 91 (2022) 2431-2458 



 
Hoshi, K.Kanai, A.Yamasaki: Norm one tori and Hasse norm principle, II: Degree 12 
case. Journal of Number Theory 244 (2023) 84-110 
 

(2) 新潟大学の星明考さん,長谷川寿人さんとの共同研究である.15次以下の代数拡大K/kに 
対し,ノルム 1 トーラス RK/k(1)(Gm)の安定 k-有理性, retract k-有理性を決定した。
character module M の flabby resolution 
0 → M → P → F → 0 
を考える。ただし P は permutation module, F は flabby module である。F の stably 
permutation class [F] は flabby resolution の取り方によらずに一定であることが知ら
れていて、[F]を flabby class と呼ぶ。 
K/k を分離拡大, L を k 上 K の Galois closure とする. K = k(α) となるようなα∈ K 
が取れる. G = Gal(L/k), H = Gal(L/K)とおく. [K : k] = n とおく.αの k 上共役元をα1 =
α,α2, … , αn とおく.σ∈ G に対しσ(α i) = ασ (i) の対応により G は Sn の
transitive subgroup とみなせる. このとき H は G の 1 の stabilizer に等しい. G 
における H と共役な部分群は i の stabilizer(1 ≤ i ≤ n) である. それらの共通部分は
恒等置換のみである. H は G の正規部分群を単位元のみからなる群以外は含んではな
らない. 
norm one torus R(1)K/k(Gm) の stably k-rationality, retract k-rationality を調べるには、 
0 → ℤ → ℤ[G/H] → JG/H → 0 
に対して JG/H の flabby class [F]が 0 か,可逆かを調べればよい。一般に、flabby class
が可逆かどうか判定するよりも flabby class が 0 であることを示す方が難しい。 

Flabby class [F]が可逆だとわかっているとき、flabby resolution を複数回取ることに
より[F]=0 を示せる場合がある。しかしその方法では[F]=0 を示すことができない場合
もあり、同型を具体的に作ることにより証明した。一番大変だった 9T27≅PSL2(F8)の安
定 k-有理性だけはまだプレプリントの状態で、論文を投稿中である。 
 
Hoshi, A.Yamasaki : Rationality problem for norm one tori. Israel Journal of 
Mathematics 241 (2021) 849-867 
 
S.Hasegawa, A.Hoshi, A.Yamasaki: Rationality problems for norm one tori in small 
dimensions. Mathematics of Computation 89 (2020) 923-940  
 
(プレプリント)  
Hoshi, A.Yamasaki: Rationality problem for norm one tori for A5 and PSL2( F8) 
(arXiv:2309.16187)  
 

(3) 新潟大学の星明考さんとの共同研究である。K/k を代数拡大で Galois 閉包L/k の Galois 
群 G が n 次二面大群 Dn のときにノルム 1 トーラス RK/k(1)( Gm)の安定 k-有利性問題を
決定した。K に対応する G の部分群を H とするとき、H に含まれる G の最大の正規部
分群は 1 でなければならない。そのような H は H=1(すなわち K/k が Galois 拡大)のと
きと、H が G の中心 Z(G)とは異なる位数 2 の群の場合の二つしかない。H=1 のとき
と、H の位数が２で n が奇数または 2 べきのときはすでに遠藤-宮田により解決済みで
あった。本研究では残っていた H の位数が 2 で n が 2 べき以外の偶数のときを解決し
た。n が 4 で割って 2 余るときは安定 k-有理的,4 の倍数のときは retract k-有理的では
ない。これも(2)と同様、同型を具体的に作ることにより flabby class [F]が 0 になるこ
とを示した。 
 
Hoshi, A.Yamasaki: Rationality problem for norm one tori for dihedral extensions. 
Journal of Algebra 640 (2024) 368-384 
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