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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は、新概念である「組合せ的変異」を用いた格子多面体の理論の構築で
ある。具体的には、「課題１：格子多面体の組合せ的変異に関する不変量の開発」「課題２：組合せ的変異を用
いた格子多面体の分類およびEhrhart多項式の研究」の２つに取り組む。
研究期間の４年間で、２８本の学術論文を執筆し国際雑誌にて出版されている。また、２１件の学会発表を行う
など、様々な研究成果をあげることが出来た。

研究成果の概要（英文）：The goal of this research project is the establishment of the theory of 
lattice polytopes using a new notion "combinatorial mutations". As concrete problems, "1: 
development of new invariants on combinatorial mutations of lattice polytopes" and "2: 
classifications and Ehrhart polynomials of lattice polytopes using combinatorial mutations" are 
investigated. 
As the results of this project for four years, 28 research articles have been written and published 
in some international journals. Moreover, 21 research talks have been given, so several research 
outcomes have been achieved. 

研究分野： 代数的組合せ論

キーワード： 格子凸多面体　組合せ的変異　Ehrhart多項式　Fano多面体
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、格子凸多面体に関する研究の一種である。格子凸多面体とは、例えば「ナップサック問題」と呼ばれ
る整数計画問題の文脈でも現れる対象であり、応用数学などの分野における非常に重要な対象として知られてい
る。
４年間実施した本研究は、「組合せ的変異」と呼ばれる格子凸多面体に関する局所変形の研究であり、様々な研
究成果をあげた。今後は、本研究によって得られた成果の、整数計画問題等への応用も見据えた研究が可能とな
る。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
格子凸多面体とは、頂点が全て格子点であるような凸多面体のことを指す。格子凸多面体は、

様々な分野において登場する重要な数学的対象の１つであり、広く研究が展開されている。格子
凸多面体は、代数幾何・可換環論・最適化・統計学など、様々分野において登場し、本質的な役
割をしばしば担うので、格子凸多面体の構造解析を行うことで深い理解が出来れば、その波及効
果は大きい。2012 年に、格子凸多面体の“組合せ的変異”と呼ばれる概念が導入された。組合
せ的変異は、クラスター代数の理論を背景として誕生した格子凸多面体の局所変形であり、ミラ
ー対称性・表現論・代数幾何など様々な文脈で登場する近年注目を浴びている概念である。その
ような学術的背景も踏まえ、他分野への応用を見据えた格子凸多面体の組合せ的変異に関する
研究に着手することに決めたのである。 
一方で、格子凸多面体の重要な不変量の１つである「Ehrhart 多項式」は、格子凸多面体に含

まれる整数点の個数を反映した数え上げ函数のことであり、数え上げ組合せ論において盛んに
研究されている組合せ論的対象である。格子凸多面体の組合せ的変異と Ehrhart 多項式のいず
れも重要な概念であるにも関わらず、その両者の関係性に関する研究はほとんど行われていな
かった。 
そこで本研究では、格子凸多面体の組合せ的変異を駆使した格子凸多面体に関する諸問題の

解決に向けて、「組合せ的変異不変量の開発」および「組合せ的変異を用いた格子凸多面体の分
類および Ehrhart 多項式の研究」を両輪として研究を進めることにした、というのが研究を開
始した当初の研究背景である。 
 
 
２．研究の目的 
 
 上記の通り、本研究の目的は、格子凸多面体の組合せ的変異に関する研究であり、その先の応
用を見据えた研究を展開する。本研究におけるより具体的な研究課題として、組合せ的変異に関
する以下の２つの研究課題（A）（B）に取り組む。 
 
（A）KNP 予想の高次元化の考察 
（B）組合せ的変異を用いた格子凸多面体の分類理論の探究 
 
 研究課題（A）は、格子凸多面体の中でも Fano 多面体と呼ばれる“トーリック Fano 多様体”
と１対１に対応する多面体のクラスに関する研究である。Kasprzyk-Nill-Prince により、「Fano
多角形の組合せ的変異同値類と、トーリック多様体に qG 変形可能な del Pezzo 曲面の qG 変形
同値類が、１対１に対応する」という予想（以下、KNP 予想と呼ぶ）を提唱している。KNP 予
想は、Fano 多角形がある条件を満たす一部の Fano 多角形に対して解決しているが、大部分が
未解決である。“ある条件”とは、singularity content と呼ばれる不変量に関する条件であり、
任意の singularity content の場合に KNP 予想の一般的な解決を試みるのは自然である。一方
で、KNP 予想は２次元の話であるため、KNP 予想の高次元化を考察するのも極めて自然な着想
である。研究課題（A）は、KNP 予想の高次元化に向けて、まずは singularity content を高次
元化することを目的としている。 
 研究課題（B）に関して、格子凸多面体の Ehrhart 多項式と組合せ的変異は相性が良い。ここ
で、ｄ次元格子凸多面体Ｐに対し、Ｐをｎ倍に膨らませたものに含まれる格子点の個数を表した
数え上げ函数を考えると、それはｎに関するｄ時多項式になることが知られており、今日では
Ehrhart 多項式と呼ばれている。素朴な問いとして、「同じ Ehrhart 多項式を持つ格子凸多面体
にはどのような関係があるか？」というものがあるが、ごくわずかに結果は知られているものの、
一般的な解決には程遠いのが現状である。一方で、組合せ的変異の“双対版”を適用すると、
Ehrhart 多項式を保つことが知られている。そこで、組合せ的変異を用いることで、この問いに
対して何かしらの解決を与えることが研究課題（Ｂ）の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
 上記の課題（Ａ）および（Ｂ）に対し、研究方法はいずれも共通して、具体例の徹底的な計算
から一般的な状況を予想して課題の解決を試みる、という手法である。 
 研究課題（Ａ）に対し、まずは（Fano 多角形に対して導入された）singularity content の高
次元版の開発を試みる。Singularity content は Fano 多面体に付随する巡回商特異点に着目し
て開発された不変量であるため、まずは商特異点に依らない不変量の開発を目指す。その際、KNP
予想の高次元版に対応するものも考察し、部分的解決も並行して検討する。例えば、Fano 多面



体の Ehrhart 多項式などの組合せ的不変量や、付随するトーリック環に関する環論的不変量な
どを考察する。適宜、計算実験も交えながら、様々な可能性を模索する。 
 研究課題（Ｂ）に対し、まずは反射的凸多面体の分類に対して、組合せ的変異の適用を考える。
反射的凸多面体は、ミラー対称性や可換環論など様々な文脈で登場する重要な格子凸多面体の
クラスの１つとして広く認識されている。また、反射的凸多面体は、次元を固定すると有限個で
あり、４次元以下ではその分類が完全に知られている。まずは４次元反射的凸多面体に着目し、
それらの組合せ的変異同値類の分類を行う。その分類結果を考察し、一般の場合の分類のための
端緒とする。 
 
 
４．研究成果 
 
 本研究の主な研究成果として、２８本の学術論文の執筆、および、２１件の学会講演を行った。
例えば、組合せ的変異理論を“順序多面体と鎖多面体の組合せ的変異同値性”の証明に適用した
研究成果は、組合せ的変異の理論を初めて既存の組合せ論の枠組みに適用した初めての例であ
る。順序多面体と鎖多面体は、同じ Ehrhart 多項式を持つが一般には unimodular 同値でない。
しかし、組合せ的変異同値であることを示すことで、新たな枠組みの提供に成功している。本研
究成果は、複数の（国際集会を含む）学会にて口頭発表を行っている。 
 また、順序多面体と鎖多面体の組合せ的変異同値性の研究を発展させ、他分野への応用にも成
功している。具体的には、旗多様体の既存の Newton-Okounkov 凸体同士が全て組合せ的変異同値
であることを示した。旗多様体の Newton-Okounkov 凸体の研究は、旗多様体のトーリック退化の
構成とも関係し、様々な分野が交差する研究トピックであり、当該分野における近年のトレンド
の１つである。クラスター理論との関連が知られており、変異同値性は知られていたが、既存の
変異の理論の枠組みで同値性が説明できない箇所を、組合せ的変異で説明することで理論の統
一を図ったのである。他にも、SAGBI 基底を用いたグラスマン多様体（旗多様体の一種）のトー
リック退化の構成を、組合せ的変異同値性を示すことで行うなど、組合せ的変異の格子凸多面体
理論への応用として、トーリック退化理論の構築に成功している。 
 上記の研究以外にも、Fano 多角形に関する不変量である singularity content を深堀するた
め、Daniel Cavey 氏との共同研究で、singularity content をある条件で固定した際の Fano 多
角形の分類を行った。さらに、グラフ理論や可換環論においても一定の成果を挙げており、２８
本という論文数に繋がっている。 
総括して、本研究は順調に展開され、研究課題（Ａ）では研究する余地は残しつつも、研究課

題（Ｂ）については十分に満足のいく形で完成したと言える。 
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