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研究成果の概要（和文）：2次元および3次元の多様体の幾何構造として、双曲幾何構造は重要である。この構造
を理解するため、２次元多様体の基本群の指標多様体の研究を行った。特に、２つのSL(2,C)の要素によって生
成されるクライン群において、その生成元の位数が有限の場合について、算術的クライン群とよばれる代数的・
幾何的に興味深いものとして、どのようなものが存在するかに関する研究を行った。
研究へのアプローチとして、特に計算機実験を援用する方法を採用し、従来の方法では扱うことが難しかった問
題を効果的に扱うことに成功した。

研究成果の概要（英文）：Hyperbolic geometry is an important geometric structure for manifolds of 
dimension 2 and 3. To understand this structure, we studied index manifolds of the fundamental group
 of 2-dimensional manifolds. In particular, we studied algebraically and geometrically interesting 
Klein groups generated by two elements of SL(2,C), which are called arithmetic Klein groups when the
 number of degrees of the generators is finite.
As an approach to the research, we adopted a method that uses computer experiments in particular, 
and succeeded in effectively dealing with a problem that was difficult to deal with by conventional 
methods.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 双曲幾何学　クライン群
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研究成果の学術的意義や社会的意義
現代の位相幾何学における主要な研究対象である図形に多様体とよばれるものがあり、それらがどのような形の
変形を許容するのかという問題にアプローチすることは、数学の研究を進める上で基本的な意義がある。さら
に、算術性などの代数的な手法や写像類群の作用という力学系との関係を明らかにすることにより、分野間の新
たなつながりの解明に貢献した。また、本研究は手法としては計算機実験を特徴としており、計算機の応用領域
を数理科学に拡げるという形での意義もある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
曲面Σの基本群πからリー群 G への表現全体の空間 Hom(π,G)には，G が共役により作用す

る．この作用による幾何学的不変式論の意味での商空間 X=Hom(π,G)//G を指標多様体という．
X を，表現の像が G の離散部分群になる領域とそうでない領域に分割すると，前者はΣの幾何
構造の変形の空間とみなすことができ，重要な研究対象である．（幾何的分解）また，X にはΣ
の写像類群が自然に作用し，この作用の複雑さ（エルゴード性）によっても X は２つに分解さ
れる．（力学系的分解）２つの分解はタイヒミュラー空間論およびクライン群論において注目を
集めつつあるが，それらを具体的に求めることは一般には困難であり，両者の包含関係なども未
解決の点が多い． 
リー群として G = SL(2, C)を考えると，幾何構造は３次元双曲構造となる．表現の像が G 内

の非自明な離散部分群になる最も基本的な例にモジュラー群Γ= SL(2, Z)がある．これを自然に
一般化した算術的クライン群は，代数的・幾何的・解析的に非常に興味深い離散部分群である． 
本研究課題ではこの算術的クライン群の分類を，幾何構造と写像類群作用を用いたアプローチ
で行う． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，曲面が１つ穴あきトーラスまたは３つ穴あき球面，すなわち基本群πが（生成系

を固定した）２元生成自由群  = <X, Y>であり，リー群 G が SL(2, C)の場合を考える．SL(2, 
C)の離散部分群をクライン群とよび，SL(2, C)の有限位数の元を楕円型とよぶ．生成元が楕円型
であるような２元生成の算術的クライン群（以下，２元生成楕円型算術的クライン群）は高々有
限個であることが Maclachlan-Martin によって示された．そこで，それらをすべて列挙せよ，
という問題が考えられる．また，p, q を２以上の整数とし，指標多様体 X=Hom(F_2, SL(2, 
C))//SL(2, C)の要素ρで，生成元 X，Y の像[ρ](X)，[ρ](Y)の位数がそれぞれ p，q（すなわち楕
円型）であるものの集合を ,  とする． ,  は複素平面と同一視され，上に書いた意味で，幾
何的および力学系的な分解を許容する．本研究課題では期間内に以下の 2 点を行うことにより，
算術的クライン群さらには双曲多様体の研究を大きく進展させると共に新たに指標多様体の幾
何学を切り拓くことを目的とした。 
A) ２元生成楕円型算術的クライン群の分類を行う． 
B) ,  における幾何的および力学系的分解の包含関係を求める． 

複素平面 ,  においてどの点が２元生成楕円型算術的クライン群を与えるのかを，幾何的およ
び力学系的分解を用いて調べるのが，上の A, B の関係であり，本研究の特徴である． 
 
 
３．研究の方法 
 
Maclachlan--Martin の研究により，分類がなされていないのは２つの位数が６以下の場合の

みになっていて，これに順に取り組むことになる．それぞれの場合の研究方法について簡単に述
べる． 
代数的な条件により候補となる２元生成楕円型クライン群が実際に算術的あることを示すた

めに，幾何的分解のための Keen--Series による（放物型のための）方法論を X_{p,q}に拡張す
る．p=3, q=3 の場合には本研究代表者が Series 氏，Tan 氏との共同研究で解決していて，その
方法を他の場合にも拡張する．p=3, q=3 の場合に我々の方法で実際に算術的なものがちょうど
127 個存在することなどを計算機実験により確かめた． 
また，代数的な条件により候補となる２元生成楕円型クライン群が算術的ではないことを示

すためには，指標多様体の力学系的分解を使う．上で述べた Bowditch による分解は生成系の選
び方に依存するため，必要な選択を行うことと，力学系的分解と幾何的分解の包含関係の解明
（本研究の目的 B）が課題となるが，これも p=3, q=3 の場合には計算機実験が成功しているた
め，これを拡張することとした． 
それぞれのステップにおいて，研究課題を達成するために本欄で述べた国内外の関連研究者

を中心に議論を行うとともに,必要な図書の購入などを行うこととした． 
 
 
４．研究成果 
 
1 年目は、SL(2,C)の部分群で楕円型の元２つによって生成されるクライン群で、算術的とよ

ばれる条件をみたすものの分類のための研究を行った。楕円型の元はその位数で特徴づけるこ



とができるが、特に位数が 6以下の場合において、どのような算術的クライン群が存在しうるか
について、計算機を用いた実験を行った。クライン群は指標多様体のパラメータを用いて記述さ
れ、それが算術的になるためにはそのパラメータが代数的整数であって四元数代数等に関する
一定の条件をみたす必要があることが知られている。さらに、指標多様体上の写像類群作用に関
して、Bowditch の Q 条件というものをみたさなければならないことが予想されている。そのた
め、これらに関する計算機実験を進めることで、算術的クライン群の完全分類に向けた候補を与
えるための研究を進展させた。 
楕円型の元はその位数で特徴づけることができるが、特に位数が 2, 3 の場合の研究をこれま

で行ってきたが、これを進めて 6以下の場合において、どのような算術的クライン群が存在しう
るかについて、計算機を用いた実験を進展させることができた。クライン群は指標多様体のパラ
メータを用いて記述され、それが算術的になるためにはそのパラメータが代数的整数であって
四元数代数等に関する一定の条件をみたす必要があることが知られている。さらに、指標多様体
上の写像類群作用に関して、Bowditch の Q 条件というものをみたさなければならないことが予
想されている。これらに関する計算機実験を、位数が 6以下の場合において進展させることがで
きた。 
 
２年目は、SL(2,C)の部分群で楕円型の元 2 つによって生成されるクライン群で、算術的とよ

ばれる条件をみたすものの分類のための研究を継続した。楕円型の元はその位数で特徴づける
ことができるが、特に位数が 6以下の場合において、どのような算術的クライン群が存在しうる
かについて、計算機を用いた実験を継続した。クライン群は指標多様体のパラメータを用いて記
述され、それが算術的になるためにはそのパラメータが代数的整数であって四元数代数等に関
する一定の条件をみたす必要があることが知られている。さらに、指標多様体上の写像類群作用
に関して、Bowditch の Q 条件というものをみたさなければならないことが予想されている。そ
のため、これらに関する計算機実験を様々なパラメータについて進めることで、算術的クライン
群の完全分類に向けた候補を与えるための研究を進展させた。 
楕円型の元はその位数で特徴づけることができ、特に位数が 2,3,4 の場合の研究をこれまで

行ってきたが、これを進めて 5,6 の場合において、どのような算術的クライン群が存在し得るか
について、計算機を用いた実験を進展させることができた。クライン群は指標多様体においてト
レースを用いたパラメータで記述され、それが算術的なものに対応するためには、そのパラメー
タが代数的整数であって、四元数代数等に関する一定の条件をみたす必要があることが知られ
ている。さらに、指標体上の写像類群作用に関して、Bowditch の Q 条件とよばれるものをみた
すことが予想されている。これらに関する計算機実験を、位数が 5, 6 の場合において進展させ
ることができた。 
 
３年目は、SL(2,C)の部分群で楕円型の元 2 つによって生成されるクライン群で、算術的とよ

ばれる条件をみたすものの分類のための研究を継続した。楕円型の元はその位数で特徴づける
ことができるが、特に位数が 6以下の場合において、どのような算術的クライン群が存在しうる
かについて、計算機を用いた実験を継続した。クライン群は指標多様体のパラメータを用いて記
述され、それが算術的になるためにはそのパラメータが代数的整数であって四元数代数等に関
する一定の条件をみたす必要があることが知られている。さらに、指標多様体上の写像類群作用
に関して、Bowditch の Q 条件というものをみたさなければならないことが予想されている。そ
のため、これらに関する計算機実験を様々なパラメータについて進めることで、算術的クライン
群の完全分類に向けた候補を与えるための研究を進展させた。 
特に、Riley slice および関連した空間における計算を進展させ、研究発表を行った。さらに、

双曲多角形に関連して得られるクライン群の計算結果について、研究発表を行った。 
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