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研究成果の概要（和文）：　Bessel 過程が時間の平方根のオーダーで原点から遠ざかる点に到達する時刻の分
布関数を決定した．その際，radial Ornstein-Uhlenbeck 過程の到達時刻に関する結果を用いることにより具体
的な表示を与えることができた．
　次に，Brown 運動の球面への到達時刻とそのときの位置の同時密度関数を決定し，それを定数ドリフトをもつ
 Brown 運動にまで拡張した．
　一方，Bessel 過程の到達時刻の分布関数の第３項目を決定し，Bessel 過程の指数に応じて挙動が異なること
を示した．また，双曲 Beseel 過程の到達時刻の期待値の漸近挙動を得た．

研究成果の概要（英文）：  We determined the distribution function of the first hitting time of 
Bessel porcess to the square-root boundary and deduced its explicit form by using results on the 
first hitting time of the radial Ornstein-Uhlenbeck process with suitable parameters.
  In addition, we gave the joint density function of the first hitting time and site of Brownian 
motion with and without a drift.
  On the other hand, we gave the third term of the distribution function of the first hitting time 
of Bessel process and show that its behavior is different according the order of the Besel process. 
Moreover we had the asymptotic behavior of the expectation of the hitting time of hyperbolic Bessel 
process.

研究分野：確率論

キーワード： Wiener sausage　Bessel 過程　Ornstein-Uhlenbeck 過程　到達時刻　square-root boundary　Brown 
運動

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Ornstein-Uhlenbeck 過程に対する Wiener sausage の体積の期待値は，球の内部の温度が１で外部の温度が０
という初期状態で，球の内部の温度を１に保ったままのとき，中心から離れるにしたがって熱が伝わりにくい状
況下での球から流出した熱の総量を表す．この期待値の研究のためには，Brown 運動の球面への到達時刻と適当
な関数のその時刻までの確率積分の同時分布を調べることが重要であり，本研究は，その前段階として被積分関
数が定数の場合についての結果を得ることができた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
確率論においては，以前から，ランダム係数の作用素のスペクトル理論が活発に研究されてき
た．特に，Poison ポテンシャルをもつランダム Schrodinger作用素の状態密度関数の Lifshitz 
tail の研究においては，球を Brown 運動の道に沿って動かしたときに得られる図形（Wiener 
sausage とよばれる）の体積およびその一般化の Laplace 変換の漸近挙動が重要な役割を果た
すことが指摘され，それを与えるために，大偏差原理という新たな理論がつくられた．その原型
は，Kac と Luttinger が行ったランダムに穴をあけた領域での熱方程式の基本解の trace の
期待値の挙動の研究にある. 
しかし，実際には，Wiener sausage の体積の大偏差原理自体が解決されたのは，ずいぶんと
後になってからのことである上，現在においてもエントロピー関数は与えられていない．また，
Brown 運動以外の確率過程に関しては，安定過程に関して小偏差原理が与えられているだけで，
その後の発展は見られなかった． 
そこで，定数 drift をもつ Brown 運動に対する Wiener sausage の体積の期待値を表示し，

drift をうまく選ぶことによって，エントロピー関数の候補となるものを与える試みを続けてき
た．現在では，この Wiener sausage の体積の期待値の具体的な形が与えられ，さらに，時刻が
大きくなるときの挙動が得られている． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，確率過程が定める筒型集合，いわゆる Wiener sausage の体積に関する大
偏差原理を確立することであり，具体的には次の２点である． 
(1) Brown 運動に対する Wiener sausage の体積のエントロピー関数を決定する． 
(2) Ornstein-Uhlenbeck 過程に対する Wiener sausage の体積の期待値を求める． 
 
３．研究の方法 
(1) ドリフトをもつ Brown 運動から得られる Wiener sausage の体積の期待値の表示につい
ては，すでに特殊関数を含む項をもつ絶対収束する交代級数で与えられることがわかって
いるので比較的容易に解析できる．変形 Bessel 関数の指数が大きいときの評価を与える
ことで単調性および連続性を示すことができるものと思われる．  

(2) ピン留め Brown 運動に対する Wiener sausage の体積から得られるエントロピー関数は，
ピン留めしない場合のものと同じになることが，離散対応であるランダムウォークの訪問
点の個数に関する結果から類推することができるので，Cameron-Martin の公式等確率解析
で用いられる手法を使って示す予定である． 

(3) Brown 運動に対する Wiener sausage の体積の期待値の Laplace 変換は，Brown 運動の球
面への到達時刻の分布関数の Laplace 変換から求めることができる．その際には Brown 運
動の平行移動不変性が本質的に必要である．しかし，多次元 Ornstein-Uhlenbeck 過程は平
行移動不変性をもたないため，Brown 運動の場合に用いた手法を適用することができない．
Ornstein-Uhlenbeck 過程は Brown 運動の時間変更で表示できることに着目すると，球面へ
の到達時刻の分布関数を与えるには，Brown 運動の square-root 境界への到達時刻を考察す
る必要があることがわかる．そこで得られた結果をもとに Laplace 変換を表示し，それを
逆変換できる形への変形を試みる．  

(4) Ornstein-Uhlenbeck 過程の球面への到達時刻の分布関数は対応した拡散方程式を解くこ
とによって得られるが，Laguerre 微分方程式が関係することがわかっている．この方程式
の解である Laguerre 関数を用いて分布関数を表示する方法も考える． 

 
４．研究成果 
(1) Brown 運動の径方向の運動は，Bessel 過程とよばれる１次元拡散過程の特別なものである．
先行する研究より，Bessel 過程の到達時刻の分布関数は変形 Bessel 関数とその零点で表示
できることがわかっており，出発点が到達点と比べて原点より遠くにある場合については，
その表示を用いて到達時刻の末尾確率の第２項目までの漸近挙動も得られている．今回，熊
本大学の大学院生と共同で，すでに与えられている分布関数の表示を用いて，第３項目の係
数を具体的に表示することができ，さらに係数の符号も決定した．この結果は，査読付学術
雑誌に掲載された． 

(2) Ornstein-Uhlenbeck 過程は Brown 運動の時間変更で表示することができることを用いる
と，Ornstein-Uhlenbeck 過程が球面へ到達する時刻は，Bessel 過程が時刻の平方根のオー
ダーで原点から遠ざかる点へ到達時刻を調べることがポイントとなる．その到達時刻の密
度関数を合流型超幾何関数とその第一パラメータに関する零点で表示することができた．
そこでは以前に得られていた radial Ornstein-Uhlenbeck 過程の到達時刻の密度関数の結
果が重要な役割を果たす．得られた結果は，査読付学術雑誌に掲載された． 

(3) Ornstein-Uhlenbek 過程の到達時刻の確率分布を調べる際に，Brown 運動の球面への到達時
刻と適当な関数のその時刻までの確率積分の同時分布が必要である．本研究では，その到達



時刻とその時刻での Brown 運動の位置の同時分布を考えた．その上で，松本裕行氏との共
同研究で，以前に得られていたドリフト付き Brown 運動の球面への到達時刻の密度関数の
表示を応用することにより，同時密度関数を具体的に表示することができた．得られた結果
は査読付学術雑誌に掲載される予定である． 

(4) Brown 運動の性質が，動く空間によって半径方向の運動がどのようにかかわっているかを
調べることも重要な手掛かりになると考えて，実双曲空間上の Brown 運動の球面への到達
時刻について，筑波大学の大学院生と共同で研究を行った．残念ながら到達時刻の分布関数
の具体形を得るには至らなかったが一定の成果を得た．得られた成果が査読付学術雑誌に
掲載されることが決定した． 
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