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研究成果の概要（和文）：代表者は、GKZ超幾何系と呼ばれる線形偏微分方程式系が定める線形制約下の整数値
ベクトルに値をとる確率分布の族について、計算代数を用いたサンプリング（所与の確率分布に独立に従う確率
変数を生成すること）のアルゴリズムを考案した。本研究では、アルゴリズムの定式化を通して効率化と計算複
雑性の評価を行い、性質の良いグラフが定めるクラスにおけるアルゴリズムの挙動を超幾何函数の和公式を通し
て議論する一方、アルゴリズムに動機づけられた超幾何函数を提案し、関連するいくつかの確率分布のサンプリ
ングについても議論した。

研究成果の概要（英文）：The investigator proposed an algorithm for sampling (generation of random 
variables independently follows a given distribution) from a class of probability distributions. In 
the class of distributions, a random variable takes its value on the integer-valued vector that 
obeys linear constraints determined by a system of linear partial differential equations called the 
GKZ-hypergeometric system. In this project, through a formulation of the algorithm, efficient 
implementation was discussed, and the computational complexity was evaluated. The algorithm's 
behavior for a class determined by a graph with some nice properties was discussed via a sum formula
 of hypergeometric functions. On the other hand, a class of hypergeometric functions motivated by 
the algorithm was proposed. Samplings of some related probability distributions were also discussed.

研究分野：統計科学・応用確率論

キーワード： サンプリング　アルゴリズム　離散確率構造　計算代数　データ解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
統計モデルに基づくデータ解析においては確率的な量を計算機で数値的に実現する必要がある。その計算は近似
的に行われることも多いが、本研究ではモデルの数学的表現に基づく厳密なサンプリングを対象とした。実用上
の意義だけではなく、超幾何函数論の新たな応用を見出し、新たな超幾何函数を提案したことにも意義があると
考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１． 研究開始当初の背景 
 統計モデルに基づくデータ解析においては確率的な量を計算機で数値的に実現する必要があ

る。所与の確率分布に独立に従う確率変数（スカラーとは限らない）を計算機で生成すること

をサンプリングという。サンプリングは近似的に行われることも多いが、本研究は厳密なサン

プリングを対象とした。 

 離散指数型分布族は整数値ベクトルに値をとる確率変数を扱う統計モデルの基本的で広いモ

デルであり、分割表やグラフィカルモデルと呼ばれるモデルを含む。離散指数型分布族のデー

タに基づく条件付き確率分布のサンプリングは統計学において成立当初からの課題である。こ

こで、条件は観察を特徴付ける量（統計学では十分統計量と呼ばれる）の間の従属性を表す線

形制約として表される。 

 厳密なサンプリングではないが、マルコフ連鎖を所与の確率分布に収束させることに基づく

サンプリングのアルゴリズムがあり、メトロポリス連鎖と呼ばれる（マルコフ連鎖モンテカル

ロと呼ばれることもある）。収束には既約な（任意の 2 つの状態の間の推移がある時間後に正の

確率で起こること）マルコフ連鎖が必要である。Diaconis と Strumfels (1998)は、推移の基底

としてマルコフ基底を定義し、マルコフ基底がマルコフ連鎖が既約になるための必要十分条件

を与えた。それは、マルコフ基底に対応する二項式の有限集合が、上記の線形制約に現れる行

列が定める多項式環のトーリックイデアルの生成系であることである。後者はグレブナー基底

として得られることが保証される。この結果は代数統計学と呼ばれる分野が発展する契機にな

り、様々な統計モデルに関する研究が行われてきた。 

 しかし、厳密なサンプリングが可能であれば、もちろんそれが望ましい。メトロポリス連鎖

について言えば、一般には収束の評価が難しく、独立なサンプリングでもない。ここで、離散

指数型分布族の条件付き確率分布の規格化定数は、上記の線形制約を表す行列が定めるGKZ超

幾何系と呼ばれる線形偏微分程式系の解である。研究代表者は、GKZ 超幾何多項式の間の漸化

式を用いて推移確率を定めたマルコフ連鎖により厳密なサンプリングが可能であることを示し、

そのアルゴリズムを 2017 年、2018 年に論文と書籍に発表した。この推移確率は GKZ 超幾何

系が定める微分作用素環のイデアルのグレブナー基底により得られることが保証される。 
 
２． 研究の目的 
(1) 上記のサンプリングのアルゴリズムの効率化を図る。 
(2) 離散指数型分布族以外の離散確率構造に展開する。 
 
３． 研究の方法 
(1) アルゴリズムを一般的な形に定式化し、効率化し、計算複雑性を評価する。 
(2) 個々の離散確率構造について検討する。 
 
４． 研究成果 
(1) アルゴリズムの定式化と効率化 

各行の和が 1,2、各列の和が 2,1 の分割表を、空欄を非負の整数で埋め
て作成することを考える（右の表）。可能な埋め方は左上から右下に
(1,0,1,1)または(0,1,2,0)であるが、これを多項式で𝑥𝑥1𝑥𝑥3𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2𝑥𝑥32/2のように
表す。これを各変数で微分すると 4通りの多項式𝑥𝑥3𝑥𝑥4, 𝑥𝑥32/2, 𝑥𝑥1𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥2𝑥𝑥3, 
𝑥𝑥1𝑥𝑥3が得られるが、それらを可能な分割表の集合とみなすと、行と列の和は0211, 0220, 1111, 
1120である。これを繰り返すと、右図に示す有界束が得られる。 

アルゴリズムは、束の各元を状態とし、最大元から最小元
に推移するマルコフ連鎖として表せる。推移確率は可能な推
移先の多項式の値に比例する（変数の値はモデルにより定ま
る）。ここで、多項式は GKZ 超幾何多項式であり、陽な表示
がない場合でも、微分に関する漸化式を用いて推移先の多項
式を計算することができる。この漸化式は必要な微分をグレ
ブナー基底に関する標準形により表すことで得られる。この
定式化により、アルゴリズムの効率化を議論することが可能
になり、離散指数型分布族以外の離散確率構造に展開するた
めの足掛かりを得た。 
 
(2) 計算複雑性の評価 

(1)で効率化したアルゴリズムの計算複雑性は、推移確率が陽に求まる場合は（例えば次項で
述べる三角化されたグラフが定める GKZ 超幾何多項式はそうである）、行列のサイズ（行数と
列数の積）と多項式の次数の積で抑えられる。そうでない場合は推移確率を計算するのに時間
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がかかり、行列の標準体積（行列が定める多面体の体積）が行列の列数より大きい場合は、標
準体積の 2 乗と多項式の次数の積で抑えられる。 

計算代数システム Risa/Asir 上に本アルゴリズムとメトロポリス連鎖を実装し、計算にかか
る時間を測定した。メトロポリス連鎖が生成する確率変数には自己相関があるため、メトロポ
リス連鎖で一定の数の確率変数を生成し、自己相関に基づき定義される有効数を求めて、その
数を本アルゴリズムで生成した。標準体積が小さい例としてポアソン回帰と呼ばれるモデルを
実装したところ、メトロポリス連鎖の半分の時間で生成できた。標準体積が大きい例としては
二変量の分割表を実装した。標準体積は行列のサイズで定まる組合せの数になり大きくなりが
ちである。推移確率が陽に与えられる独立モデルでは 10分の１の時間で生成できる一方、そう
でないモデルでは 800 倍ほどかかった。計算時間の点でメトロポリス連鎖を上回るのは難しい
ことが分かった。 
 
(3) アルゴリズムと多変数超幾何函数 
①三角化されたグラフが定める GKZ 超幾何多項式におけるガウスの和公式 

三角化されたグラフ（長さ 4 以上の巡回路はそれを構成する頂点の間に辺をもつグラフ）が
定めるモデル（統計学では分解可能グラフィカルモデルと呼ばれる）については、グラフが大
域マルコフ性と呼ばれる性質を満たす場合、規格化定数は陽に求まることが知られている。こ
れはグラフィカルモデルにおける目覚ましい結果の一つであるが、ガウスの超幾何函数におけ
る特殊値における和公式の一般化であることを指摘し、GKZ 超幾何函数のオイラー型積分表示
とグラフの分解を用いて導出した。 
②古典一変数超幾何函数の一般化 

古典一変数超幾何函数は⬚𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛−1,𝑛𝑛 = 2,3, …と表記される超幾何函数のクラスであり、ガウス
の超幾何函数は𝑛𝑛 = 2の場合である。青本-ゲルファントの超幾何函数（(𝑚𝑚,𝑛𝑛)型超幾何函数と
表記される）はガウスの超幾何函数の多変数への拡張とみなせるが、二変量の分割表の確率分
布の規格化定数を与える。その類似として、多変量の分割表の確率分布の規格化定数を与える
ような古典一変数超幾何函数⬚2𝑙𝑙−1𝐹𝐹2𝑙𝑙−1−1, 𝑙𝑙 = 3,4, …の多変数への拡張を定義した。 
 
以上の(1-3)は高山信毅氏と共同で行った研究の成果であり、学術雑誌に論文を投稿したが、

本報告書執筆時点で査読中である（プレプリントは arXiv:2110.14992）。ただし、(1)の有界束
については雑誌「数理科学」2024 年 3 月号の特集において紹介した。 
 
(4) 有限グラフの頂点を台とする確率分布 

離散指数型分布族に含まれる確率分布に整数分割上の確率分布があり、単体上の確率分布に
従う標本の確率分布とみなせる。ディリクレ分布は単体上の確率分布として基本的であるが、
単体上の測度値拡散過程の定常分布である。この拡散過程を有限グラフ上の頂点を台とする確
率分布に値をとる拡散過程とみなして一般化し、その定常分布がグラフの独立集合が定める面
を台とする確率分布であること、線形な浮動項を加えて得られる定常分布が一意であることな
どを示した。後者の定常分布は完全グラフの場合にディリクレ分布に帰着するが、一般に密度
函数を陽に与えることはできない。しかし、双対な粒子系のマルコフ過程を用いて浮動項のパ
ラメタに関する尤度を評価するアルゴリズムを構成し、グラフの独立集合を発見するアルゴリ
ズムの待ち時間を評価した。これらの成果は学術雑誌 Mathematics の離散確率構造に関する特
集に発表した。 
 
(5) ランダム量子回路の出力 

Google が 2019 年に発表した量子超越（何らかのタスクについて何らかの規準の下で古典計

算が量子計算を優越すること）の実証は、ランダムに生成した量子回路の出力（2 進数上に値

をとる確率変数）を古典計算機で生成するタスクについて行われた（ここでの量子計算はゲー

ト型と呼ばれるものを指す）。現状の量子計算機は非力なので量子計算機に有利な設定で行われ、

量子回路の出力が従う確率分布函数の計算は計算複雑性の意味で古典計算機には難しいことに

依拠する。ところが、このタスクは、出力の交換可能性（確率変数列の分布が順序の置換に関

して不変であること）を仮定すれば、古典計算機で容易に実行できることを指摘した。国内研

究集会と国際会議において発表し、論文を準備中である。 
 
(6) その他 
 アルゴリズムに関しては、量子計算に基づくモンテカルロ法によりGKZ超幾何多項式を評価

すること（国際会議において発表）など、離散確率構造に関しては、数え上げ組合せ構造に関

するもの、有限群に関するものなどを検討したが、本報告書執筆時点で論文化するには至って

いない。 
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