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研究成果の概要（和文）：本研究は，遅延座標埋め込みによるアトラクタ再構成手法を，代数幾何学の消去理論
を元に，構成的観点から解明することを目的として行われた．埋め込みの変数による方程式の性質を詳細に調べ
るため，その方程式の定める代数多様体の特異点を検証し，ブローアップによる変数の設定を適切に行う方法論
を整備した．また，ランダムネットワークと遅延座標系を組み合わせたデータ駆動モデリング手法による時系列
予測タスクの性能評価については，予測精度や構成したモデルのリアプノフ指数を元の力学系と比較すること
で，力学再構成の評価を行い，提案手法の有効性を示すことができた．

研究成果の概要（英文）：This study aimed to elucidate the method of attractor reconstruction by 
delay embedding from a constructive point of view based on the elimination theory of algebraic 
geometry. To investigate the properties of equations with embedded variables in detail, we verified 
the singularities of the algebraic manifolds defined by the equations. We developed a methodology to
 set up variables by blowup properly. In addition, to evaluate the performance of a time series 
prediction task using a data-driven modelling method that combines a random network and a delay 
coordinate system, we assessed the dynamics reconstruction by comparing the prediction accuracy and 
the Lyapunov exponent of the constructed model with the original dynamical system. We were able to 
demonstrate the effectiveness of the proposed method.

研究分野： 時系列予測の数理科学

キーワード： 遅延座標系　代数幾何学　次元縮約　埋め込み理論　データ駆動型解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
データからモデル方程式をデータ駆動的に構築することはデータ科学において重要な問題である．モデル方程式
を導出するには，昨今の流行りで言えば機械学習的手法を用いることができる．一方，対象のデータがどう生成
されたかのメカニズムを調べるには力学系の方法論が有効であり，時系列埋め込みの研究が必要である．本研究
では，従来の埋め込み理論とは異なり，構成的な観点から遅延座標埋め込みの方法論を構築した．これに基づく
ネットワークモデルの構成も可能となった．これらの成果により，部分変数から全体の力学系を推定，再構成す
るというデータ解析研究に関して数理科学的な貢献を行えたものと考えている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
スカラー時系列データに対して，時間遅延幅を決めて座標のように並べてベクトル化させたも
のを遅延座標系といい，遅延座標系の空間におけるベクトル時系列データを作る操作を遅延座
標埋め込み，もしくは Takens 埋め込みという．遅延座標系を用いるとスカラー時系列が従う
力学系の情報が引き出せることが知られており (Packard et al. 1980)，時系列解析の手法とし
て研究されてきた．この手法は，多次元力学系において，部分的に観測した変数の時系列の遅延
座標埋め込みから力学系全体の情報を再構成することを目的として考案された．遅延座標埋め
込みの数学的な正当化は Takens (1981), Sauer, Yorke and Casdagli (1991) による「埋め込み
定理」があり，不変集合のボックスカウント次元の 2 倍より大きな次元の遅延座標の空間に埋
め込むのであれば，全体のアトラクタの「再構成」が可能であることを示している． 
一方で，遅延座標埋め込みについては，埋め込み次元や遅延座標の遅延幅などの埋め込み方を変
えると，得られる埋め込みデータ点集合が変わり，引き出せる情報にロバストさがないことや，
実用上は未知の力学系の時系列に対してどれくらいの次元に埋め込めば良いかわからないこと
や，「再構成」とはいうものの埋め込み点集合から元の力学系のアトラクタ自体の具体的な復元
方法については埋め込み定理は何も言及していないことが問題点として挙げられる． 
埋め込み定理に依拠した時系列解析事例は数多あれども，これらの点を系統立てて議論してい
る研究は極めて少ない．従前の埋め込み定理のような定性的な理解ではなく，構成的なアプロー
チによる遅延座標埋め込みの解明が必要であるため，本研究に着手した． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，遅延座標埋め込みによるアトラクタ再構成手法を，代数幾何学の消去理論を元
に，構成的観点から解明することである．Gröbner 基底を用いて，次元縮約と復元のプロセス
を表すことができれば，直接的に遅延座標埋め込み時系列解析手法の理解につなげることがで
きる．また，変数消去理論から縮約方程式の次元なども与えられるので，埋め込み次元などの埋
め込み手法とアトラクタ再構成に対する関係を明らかにすることが期待できる． 
 
３．研究の方法 
遅延座標埋め込みによる力学再構成手法を，代数幾何学の消去理論を元にして構成的観点から
解明するため，本研究では力学系の縮約に関して Gröbner 基底によって得られる縮約方程式の
性質を詳細に調べた．与えられた力学系から着目する変数に閉じた方程式を導出するために
Gröbner 基底を用いる手法は知られているが，この手法を逆に辿ることで元の方程式の候補を
定める手法を考案した． 

また，この手法によって，力学系に従って得られる時系列データから，力学系を再構成すること
ができるため，データから正規方程式を導出するモデリング手法について研究を行った．さらに，
この遅延座標系によるモデルもネットワーク構造で表現できることから，ランダムネットワー
クと遅延座標系を組み合わせたデータ駆動モデリング手法を考案し，時系列予測タスクの性能
評価に取り組んだ．これは，力学系の再構成において高い予測精度を達成するネットワーク構造
を探索することを目指すものである． 
 
４．研究成果 

Gröbner 基底によって得られる縮約方程式の性質を詳細に調べるため，縮約方程式の定める代
数多様体の特異点を検証し，ブローアップによる変数の設定を適切に行う方法論を整備するこ
とが可能となった．同じ縮約方程式を持つ高次元の方程式は無限に存在するため，その中から元
の力学に対応するブローアップとなるように設計することが必要である．元の力学系からその
部分的な観測変数だけで閉じた空間への射影と，その部分変数から元の力学系全体への復元の
両者の対応関係を Gröbner 基底を用いて理論的に与えることが可能となった． 

この手法における重要な問題点は，力学系の復元によって得られる変数の適切な選択である．復
元によって得られる変数は，相空間内での座標回転等の変数変換に対する冗長性を有するし，元
の力学系の次元より大きな次元の空間でも再構成自体は可能であるからだ．そのため，本研究で
は元の力学系を正規方程式系と仮定し，その場合に正規系として復元することと冗長な次元の
空間までブローアップさせないことを制限においた復元手法を確立した．これにより，ある１つ
の変数に対して代数方程式の形で与えられた時系列モデルから，元の方程式と同等な１階正規
方程式系を導くことが可能となった． 

ランダムネットワークと遅延座標系を組み合わせたデータ駆動モデリング手法による時系列予
測タスクの性能評価については，予測精度や構成したモデルのリアプノフ指数を元の力学系と
比較することで，力学再構成の評価を行い，提案手法の有効性を示すことができた．特に力学系
のエミュレーションタスクにおいては，学習済みのデータ生成器が元の力学系の最大リアプノ



フ指数に近くなるようなネットワーク構造が適切であることが数値的に示された．これらによ
り学習性能の高いネットワーク構造の特徴づけを行うことができた． 

データからモデル方程式をデータ駆動的に構築することはデータ科学において重要な問題であ
るが，部分変数から全体の力学系を推定，再構成するという研究に関して数理科学的な貢献を行
えたものと考えている． 
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