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研究成果の概要（和文）：繰越期間を含めた4年の研究期間において，24件の学術論文出版，および，12件の口
頭発表を行った．その中で代表的なものを紹介する．(1) グラフ結合多面体を配位空間としたときの最短路問題
が計算理論的に困難であることを証明した．この成果は理論計算機科学の伝統的国際会議ICALPに採択された．
(2) 量子アルゴリズムを量子コンピュータで実行する際に効率よくマッピングする問題がかなり制限されたアー
キテクチャにおいても計算理論的に困難であることを証明した．この成果はアルゴリズムとデータ構造の定評あ
る国際会議WADSに採択された．

研究成果の概要（英文）：Over the four-year research period, including the extension period, 24 
academic papers and 12 presentations were produced. Below are samples of the notable achievements. 
(1) It was demonstrated that the shortest path problem in the configuration space of graph 
associahedra is computationally hard. This research was accepted at ICALP, a refereed international 
conference on theoretical computer science with a long tradition. (2) The challenge of efficiently 
mapping quantum algorithms to quantum computers was shown to be computationally hard, even in highly
 restricted architectures. This finding was accepted at WADS, a respected refereed international 
conference on algorithms and data structures.

研究分野： 離散数学

キーワード： アルゴリズム　計算理論　グラフ理論　離散幾何学　量子プログラミング

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
大規模配位空間に対して，既存研究では連結性といった位相的性質に関する研究が主に行われていたが，本研究
によって，最短路やクラスタリングといった距離的性質に関する研究の成果が多く得られた．これによって，オ
ペレーションズ・リサーチや理論物理学といった領域に大規模配位空間における最適化の数理が理論的に応用可
能であることが判明した．将来的には，理論だけではなく，実用に進展することが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 

近年，組合せ遷移問題に関する研究が盛んに行われている．これは，考慮すべき配位
が大規模となる離散システムを対象とし，その配位空間の連結性問題として定式化され
る．例えば，ある配位によって運用されているシステムが災害に伴う障害を受けたとき，
障害によって引き起こされた配位から元の配位へ復元可能であるかどうか，問うわけで
ある．そのような災害復旧のみならず，システムの設計，保守，改善など，多くの現実
問題を組合せ遷移問題と見なせる． 

配位空間の連結性問題は盛んに研究されているが，一方で，配位空間における最適化
問題に対する研究は発展途上である．例えば，ある配位から別の特定の配位へ遷移する
際の最短手順を求める「最短路問題」に関する研究は最近やっと始まり，配位空間全体
を特定の数の球で被覆する「クラスタリング問題」に関する研究は皆無である．その理
由として，以下のものが考えられる．連結性問題では，つながっているかいないかとい
う位相的性質が問われているのに対して，最短路問題やクラスタリング問題では，それ
に加えて距離的性質が問われているからである．つまり，配位空間上の最適化問題を解
決するためには，配位空間の位相的性質のみならず，より深く配位空間の距離的性質を
理解する必要がある． 

配位空間上の最適化問題が解けると，新しい応用が生まれる．例えば，最短路問題が
解けると，システムの復元をより高速に，より低コストに行えるようになる．また，ク
ラスタリング問題が解けると，将来の不確実な未来に対して頑健なシステム設計を行な
えるようになる． なぜならば，クラスタ中心となる配位をシステム設計に用いると，
実際に生起したシナリオに対処するための配位をクラスタ中心から近い配位とするこ
とで，そこへ高速に遷移可能となるからである． 

また，最近では，量子コンピュータの実装に関する要請から「量子ビット配置問題」
という最適化問題が考案されている．これは論理的な量子ビットを物理的な量子ビット
に上手く写すことで，目的とする量子回路を効率よく実現する問題をモデル化したもの
である．これはまさに，量子ビットの成す配位空間における最短路問題と見なすことが
できる．すなわち，本研究の成果が量子ビットの制御という理論物理学における重要な
問題と関連し，物理学に対しても波及効果をもたらす． 

これらの問題に対して，既存研究では多くの場合にヒューリスティックな解法の提案
に終始していた．本研究は，既存研究と違い，数理科学と計算理論に根差した頑健で一
般的な方法論を提供し，既存手法で解けなかった規模の問題を解くことを目指す．対象
とするシステムにおける配位の数は 1030 以上の規模となることを想定している．ベン
チマーク Graph 500 BFS huge のサイズが約 1012 であることを考えると，既存手法では
太刀打ちできないことが分かる． 
 
２．研究の目的 
 

本研究の目的は，配位空間の距離的構造を数理科学と計算理論に根差した手法で理解



し，それを配位空間における最適化問題の効率的解法設計に応用し，オペレーションズ・
リサーチや理論物理学の諸問題に適用することである．  

本研究の学術的独自性と創造性は，配位空間の距離的構造を理解するために，離散構
造論を援用することにある．特に，有限群，凸多面体，有限束を利用する．これによっ
て，既存手法で解けなかった規模の問題を解くことを可能とする． 

有限群は対称性の高いシステムを記述することに優れている．理論物理学でよく扱う
格子系はそのような対称性の高いシステムの一例である．実際，多くの離散システムは
有限群の Cayley グラフをその配位空間として持つ．しかし，その事実がアルゴリズム
設計に大きな影響を与えた例は存在しない (Jerrum による研究はその一端を見せてい
るが，有限群論を用いているわけではない) ． 

凸多面体は幾何学的な性質を持つ離散構造であり，最適化理論でよく研究される対象
である．凸多面体の持つ幾何学は，「点と線」で表される配位空間の構造に「面」とい
う新たな相を付け加える．これにより，「凸多面体の面もまた凸多面体である」という
凸多面体における事実が使えるようになり，配位空間の再帰的な構造が明確になる．再
帰構造はアルゴリズム設計における基礎であり，これにより，効率的解法設計が可能に
なると考えている． 

有限束は，とても普遍的な離散構造であり，また，閉包作用素を通じて，任意の有限
集合族を有限束として表現できる．一方で，ある種の有限集合族は特殊な性質を持つ有
限束として表現でき，その性質を用いて，配位空間における最適化問題が効率的に解け
る．例えば，Aichholzer らの論文を注意深く読むと，配位空間が分配束という特殊な有
限束である場合を扱っていることが分かる．本研究では，彼らの方法論を，分配束より
も一般的な「下半モジュラ束」にまで拡張し，有限束を用いた効率的アルゴリズムの設
計理論として確立する． 
 
３．研究の方法 
 

本研究の実施は，次の 3 段階に大きく分かれる．それぞれの段階において，何をどの
ようにどこまで明らかにしようとするのか，述べる． 
a) 離散構造論を用いて，配位空間の距離的構造を理解する段階． 

先に挙げた 3 つの離散構造，すなわち，有限群，凸多面体，有限束を援用することで，
配位空間の距離的構造を明らかにする．特に，有限群を用いて対称性に基づく構造の解
明，凸多面体を用いて再帰性を持つ構造の解明，有限束を用いて分配束における結果の
一般化を行う．  
b) 配位空間の距離的構造を用いて，配位空間における最適化問題に対する効率的解

法を設計する段階． 
段階 (a) で得られた知見に基づき，配位空間における最短路問題とクラスタリング

問題に焦点を絞り，それらに対する効率的アルゴリズムを設計する．そして，効率的ア
ルゴリズムが設計できないときには，不可能性に対する計算複雑性理論的保証を与える．  
c) 設計した効率的解法を，オペレーションズ・リサーチや理論物理学の諸問題に適

用する段階． 
災害後の高速システム復旧，未知の状況に対する頑健性を持つシステム設計，量子ビ

ット配置問題を対象として，段階 (b) で得られた効率的アルゴリズムの応用を行う．  



 
４．研究成果 
 

繰越期間を含めた 4 年の研究期間において，24 件の学術論文出版，および，12 件の
口頭発表を行った．その中で代表的なものの概要を成果として報告する． 
 
 凸多面体から得られる配位空間における距離構造について，いくつかの重要な成果を
得た．(1) 無向グラフの完全マッチング全体の族から作られる凸多面体である完全マッ
チング多面体は，組合せ最適化の理論研究やアルゴリズム設計において重要な役割を果
たしている．この多面体を配位空間としたときの距離構造を調査した．まず，二つの配
位の間の距離を計算する問題が，考える無向グラフが二部グラフ，あるいは，平面的グ
ラフであっても計算複雑性理論的に困難な問題であることを証明した．そして，考える
無向グラフが外平面的グラフという平面的グラフの特殊な場合においては，二つの配位
の間の距離を計算する問題が計算複雑性理論的に簡単な問題であることを証明した．こ
の成果は，離散数学に関する権威あるジャーナルである SIAM Journal on Discrete 
Mathematics 誌に掲載された．(2) 結合多面体と呼ばれる，組合せ論のみならず，デー
タ構造論や計算幾何学においても重要な役割を担う凸多面体がある．結合多面体を配位
空間としたときに，二つの配位の間の距離を計算する問題が計算複雑性理論的に困難な
問題であるかどうかということは，これらの分野における大きな未解決問題である．こ
の研究では，それを一般化した問題が計算複雑性理論的に困難な問題であることを証明
した．その一般化はグラフ結合多面体と呼ばれる凸多面体を考えるものである．グラフ
結合多面体は組合せ論に現れる様々な問題を統一的に扱える構造として，最近注目され
ている．グラフ結合多面体を配位空間としたときに，二つの配位の間の距離を計算する
問題が計算複雑性理論的に困難であることを証明した．これは，ポリマトロイド多面体
と呼ばれる，組合せ最適化や情報理論で重要な役割を果たす離散構造においても，二つ
の配位の間の距離を計算する問題が計算複雑性理論的に困難であることを意味してい
る．これはマトロイド多面体という同種の多面体では見られない現象であり，マトロイ
ドとポリマトロイドの対照を示す具体例として興味深いものとなっている．この成果は，
理論計算機科学において伝統のある査読付き国際会議である International Colloquium 
on Automata, Languages and Programming に採択された． 
 大規模配位空間の距離構造を活かした最適化問題を用いて問題解決をいくつかの研
究で行った．(1) 有限集合の冪集合において，対称差の要素数が距離を誘導する．この
距離空間において，いくつかの部分集合族が劣モジュラ関数の最小化元の族として与え
られたとき，それらへの距離の和を最小とする集合を見つける最適化問題を劣モジュラ
再割当問題と名付けて，調査した．これは，不確実性がある際に，2 つのジョブに複数
のマシンを最適に二段階で割り当てる問題を抽象化したものであり，劣モジュラ関数最
小化という組合せ最適化でよく知られた問題の一般化となっている．結果として，劣モ
ジュラ再割当問題が計算複雑性理論的に容易な問題であることを証明した．証明におい
ては，バーコフの表現定理と呼ばれる束論でよく知られた結果とネットワークフローの
アルゴリズムを組み合わせて用いている．この結果は，離散最適化の分野において定評
のある Discrete Optimization 誌に掲載された．(2) マトロイドは組合せ最適化に現れ
る基礎的な離散構造であり，離散数学において中心的な役割を担っている．マトロイド
において，全張集合がݏ個与えられたとき，それらの全張集合への距離の最大値が最小



となるような基を求める最適化問題を考案し，調査した．この問題は通信網においてリ
ンク故障に対して頑健なネットワーク配置を構成する問題をマトロイド的に一般化し
た問題であり，マトロイドにおける距離構造を考察対象としている．結果として，まず，
この問題が一般の場合に計算複雑性理論的に困難な問題であることを証明した．そして，
全張集合の総数ݏが定数である (実際は定数より少し大きくてもよい) とき，計算複雑
性理論的に容易な問題であることを証明した．この研究は，オペレーションズ・リサー
チにおいて定評のある Operations Research Letters 誌に掲載された． 
 大規模配位空間における最適化理論を量子プログラミングのコンパイラ構成に応用
する研究を行った．具体的には，量子回路として設計された量子アルゴリズムを IBM 
Quantum のようなネットワーク構造を持つアーキテクチャの量子コンピュータで実行
するために，効率よく量子ビットをマッピングする量子ビット配置問題を研究対象とし
た．結果として，線形最近傍アーキテクチャという極端に限定的な状況においても，最
適なマッピングを求めることが計算複雑性理論的に困難な問題であることを証明した．
また，量子アルゴリズムにある種の制限がある場合には，計算複雑性理論的に効率よく
最適なマッピングを求められることを証明した．この成果は，アルゴリズムとデータ構
造の分野において定評のある査読付き国際会議である Algorithms and Data Structures 
Symposium に採択された． 
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