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研究成果の概要（和文）：ロボットマニピュレータ（関節駆動型ロボット）に対し、数式処理と数値計算を融合
した手法により、ロバストな動作計画を行う手法を開発した。マニピュレータの逆運動学問題に対し、計算機代
数のグレブナー基底による大域的な解法に加え、連立代数方程式の実数根の数え上げの理論を用いて逆運動学問
題の実数解の存在の保証を行った。包括的グレブナー基底系を活用し、逆運動学問題を繰り返し解く際のグレブ
ナー基底計算を省くことで算法を効率化した。この手法と実数体上の限量子消去法の計算を用いることで、マニ
ピュレータの経路計画問題において、経路計画が実行可能であることを保証する手法を開発した。

研究成果の概要（英文）：We have developed a robust motion planning method for robot manipulators 
that combines computer algebra and numeric computation. In addition to the Groebner bases for 
computing a global solution to the inverse kinematic problem, the theory of real-root-counting of 
polynomial equations is used to guarantee the existence of real solutions to the inverse kinematics 
problem. Furthermore, the Comprehensive Groebner Systems are used to avoid repetitive calculation of
 Groebner bases when repeatedly solving the inverse kinematics problem. Finally, using this method 
and Quantifier Elimination on the real closed field,  we have extended our method to guarantee the 
feasibility of the path planning problem.

研究分野：計算機代数

キーワード： 計算機代数　数式処理　グレブナー基底　数式・数値融合計算　ロボット工学　逆運動学問題　限量子
消去法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ロボットの逆運動学問題に対しては局所的解法が主に用いられているが、本研究成果は、計算機代数を用いた大
域的な解法に加え、限量子消去法の理論や手法により、実行可能解の存在を厳密に判定することで、理論的な厳
密性や安全性が求められる分野でのロボットの運動計画問題を適切に解くことを可能にしている。さらに、数式
処理と数値計算を融合した手法により、上記の精度保証を行いつつ効率的な計算を行うことで、逆運動学問題お
よび経路計画問題の解の存在を厳密に判定する「正確さ」に加え、それらの解を効率的に求める「実用性」の両
方を兼ね備えた手法によるロボットの運動計画への貢献が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 ロボットの動作計画に用いられる逆運動学問題の解法において、解析解の厳密な求解は一般

に困難であることから、現在でも数値解法による近似解を求める場合が多い。しかし、数値解法

では、運動特異点や特異姿勢などの大域的な性質を厳密に検出し、それらを事前に回避すること

が困難な場合がある。 

 数式処理（計算機代数）においては、1980 年代より多変数多項式環のイデアルのグレブナー

基底の有効性が広く認識され、この分野における中心的な研究テーマの一つになった。グレブナ

ー基底は、1990 年代からロボットの逆運動学問題の解法にも応用されている。逆運動学問題を

多変数連立代数方程式で表し、グレブナー基底を用いて連立代数方程式を解く大域的解法であ

る。 

 しかしながら、ロボットの逆運動学問題におけるグレブナー基底の応用においては、以下の課

題が存在していた。 

1. 数式処理では、扱われる多項式の係数は整数や有理数などの厳密な値で与えられ、係数

演算も厳密な演算を前提とする一方、逆運動学問題に与えられるロボットのエンドエフ

ェクタの位置（座標）はしばしば浮動小数で与えられる。係数に浮動小数が含まれる多

項式のグレブナー基底の計算は一般的に困難である。 

2. ロボットの逆運動学問題を解く際、エンドエフェクタの位置を変えるたびにグレブナー

基底計算を繰り返す必要があり、計算の手間が増加する場合がある。 

3. 連立代数方程式からグレブナー基底を計算して解を求める際、連立代数方程式の実根の

存在を保証する方法について、報告者が知る限り、これまでに提案された数式処理を用

いたロボットの逆運動学問題の解法の中には見受けられない。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究では、前項の研究背景を踏まえ、腕型ロボット（マニピュレータ）の逆運動学問題およ

び経路計画問題の解法を取り上げ、以下の研究目的を置いた。 

1. ロボットの逆運動学問題を解く際、同じロボットのエンドエフェクタの位置が変わって

もグレブナー基底計算を繰り返すことなく逆運動学問題の解を効率的に計算可能な手

法を確立する。 

2. 逆運動学問題にロボットのエンドエフェクタの位置が浮動小数で与えられた際にもグ

レブナー基底を用いて逆運動学問題の解を容易に計算可能な手法を確立する。 

3. グレブナー基底を計算して逆運動学問題の解を求める際、連立代数方程式の実根の存在

可能性を確認することで逆運動学問題の解の存在を保証する。 

4. ロボットの経路計画問題に対し、与えられた経路の運動が実行可能であるか否かを数式

処理を用いて判定する手法を確立する。 
 
 
３．研究の方法 
 

 前項の研究目的に対し、包括的グレブナー基底系を用いることで、以下の研究を行った。 

1. 逆運動学問題を表す連立代数方程式に対し、包括的グレブナー基底系を計算することで、



エンドエフェクタの位置（座標）を係数にパラメータとして含むグレブナー基底を求め

た。連立代数方程式を解く際には、係数のパラメータにエンドエフェクタの座標を代入

することにより、グレブナー基底の繰り返し計算を経ずに逆運動学問題の解を求められ

るようにした。 

2. さらに、前項の手法により、エンドエフェクタの座標が浮動小数で与えられた場合であ

っても、あらかじめ計算しておいたパラメータを含むグレブナー基底にエンドエフェク

タの座標を代入することにより、逆運動学問題の解を求められるようにした。 

3. 包括的グレブナー基底系に基づく実閉体上の限量子消去法を用いることで、逆運動学問

題の解の存在判定を行う手法を開発した。本手法においては連立代数方程式の実根の数

え上げの理論を主要な手法として用いた。 

4. ロボットの経路計画問題の解法に関しては、以下の 2つのアプローチを取った。 

a. 与えられた経路に対し、エンドエフェクタの速度や加速度等の制約条件を考慮

して時間変化に対するエンドエフェクタの軌跡の点列を生成し、軌跡の各点に

対して包括的グレブナー基底系計算に基づく逆運動学問題の解法を繰り返すこ

とで一連のジョイントの配置を求めた。 

b. 与えられた経路をパラメータを含む関数で表し、エンドエフェクタの座標を経

路のパラメータの関数で表す。これに対し、包括的グレブナー基底系に基づく

実閉体上の限量子消去法を用いて、与えられた経路全体がロボットの実行可能

領域に属することを判定した。実際の時間変化に対するジョイントの配置は前

項の手法により計算した。 

 
 
４．研究成果 
 

 前項の研究方法により、3自由度のマニピュレータの逆運動学問題および経路計画問題に対し、

以下の研究成果を得た。 

1. 本研究の前段階として、数式処理システム Risa/Asir とプログラミング言語 Python を

数学ソフトウェア基盤 OpenXM で接続することで、グレブナー基底の繰り返し計算を効

率的に行いつつ逆運動学問題を解くソルバを実装した。 

2. 包括的グレブナー基底系に基づく実閉体上の限量子消去法を用いることで、与えられた

エンドエフェクタの座標への配置可能性を実際にロボットを動作させる前に判定する

ことが可能になった。 

3. あらかじめエンドエフェクタの座標をパラメータで表した連立代数方程式に対し、包括

的グレブナー基底系を計算することで、グレブナー基底の繰り返し計算を経ずに逆運動

学問題の解を繰り返し効率的に求められるようになった。 

4. さらに、前項の手法により、エンドエフェクタの座標が浮動小数で与えられた場合にも

逆運動学問題の解を効率的に計算できるようになった。 

5. ロボットの経路計画問題に対し、エンドエフェクタの速度や加速度等の制約条件を考慮

して時間変化に対するエンドエフェクタの軌跡の点列を生成し、包括的グレブナー基底

計算に基づいて逆運動学問題を繰り返し解くことによる経路計画問題の解法を確立し

た。 

6. ロボットの経路がパラメータを含む関数で与えられた場合に、エンドエフェクタの座標

を経路のパラメータの関数で表し、包括的グレブナー基底系に基づく実閉体上の限量子



消去法を用いて、与えられた経路全体がロボットの実行可能領域に属することを判定す

る手法を確立した。 

7. 上記の研究成果に基づくロボットの逆運動学問題の解法を実装した。実装は、数式処理

システム Risa/Asir およびプログラミング言語 Python を数学ソフトウェア基盤 

OpenXM で接続することにより行った。 

8. 前項の解法を数式処理システム Risa/Asirおよび数式処理システム PARI/GPのライブラ

リを用いて再度実装し、計算の効率化を図った。 

9. 上記の研究成果に基づくロボットの経路計画問題の解法を、数式処理システム

Risa/Asir および数式処理システム Mathematica の組み合わせで実装した。 

10. 上記の逆運動学問題の解法をロボットソフトウェア開発基盤 Robot Operating System 

(ROS) 上で可視化するためのソフトウェアを開発した。 

 

 また、本研究による成果を以下の研究課題に応用した。 

11. 計算機代数を用いた初等幾何の定理の自動証明の計算への応用を行った。 

12. 小惑星探査用の小型ローバ群の位置決定問題に対し、問題を連立代数方程式で表し、本

研究成果による手法を応用した。 
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