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研究成果の概要（和文）：本研究では，確率微分方程式で記述される制御システムの初期値・境界値問題を精度
よく近似する方法を開発することおよびその応用を目的として，Fokker-Planck方程式を有限要素法に基づいて
有限状態マルコフ鎖モデルへ近似する枠組みを構築し，さらに得られた有限状態マルコフ鎖を強化学習やデータ
同化問題に適用する基盤整備を進めた．具体例として，確率流が状態依存的に急峻に変化する非線形力学系で記
述されるヒト静止立位姿勢間欠制御モデルの有限状態マルコフ鎖近似を行い，本研究で構築した手法が，システ
ムの初期値・境界値問題の数値的近似解を精度良く求められることを明らかにした．

研究成果の概要（英文）：In this study, we constructed a framework for approximating the 
Fokker-Planck equation by the finite element method to a finite state Markov chain model, and 
further developed a foundation for applying the obtained finite state Markov chain to reinforcement 
learning and data assimilation problems. As a concrete example, we performed a finite state Markov 
chain approximation of the intermittent control model of human standing posture, which is described 
by a nonlinear mechanical system in which the probability flow changes steeply depending on the 
state. We revealed that the method we developed in this study can accurately obtain numerical 
approximate solutions for initial value and boundary value problems of the system.

研究分野： ソフトコンピューティング

キーワード： 確率微分方程式　Fokker-Planck方程式　有限状態マルコフ鎖モデル　強化学習　データ同化

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Fokker-Planck方程式の動態を近似する数値計算手法は，必ずしも十分に整備されていなかった．本研究で
Fokker-Planck方程式を有限要素解析に基づき，有限状態マルコフ鎖モデルによって精度よく近似する枠組みの
構築したことにより，確率微分方程式で記述される様々なシステムのより詳細な解析への道筋が開けたことにな
る．さらに本研究では，有限状態マルコフ鎖を強化学習やデータ同化問題に適用する基盤整備を進めた．これに
より，確率的に変動する生命現象を様々な手法により取り扱う枠組みの整備が進み，研究の更なる飛躍が期待さ
れる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 連続時間の確率的なシステムの動態は確率微分方程式で記述される．確率微分方程式で記述
される制御系の動態解析には，微分方程式を数値積分することで得られる標本道の解析に加え，
系の Fokker-Planck 方程式の解として得られる状態点の確率密度関数の時間発展や定常分布を
解析することが有用である．以下で記述される，連続時間・連続状態空間の制御システムの確率
的なダイナミクス（確率微分方程式）を考える． 

d = ( )d + ( )d + Σd  
ここで X は実数ベクトル x をとる確率変数ベクトルであり，u(X) は制御入力である．f(X)はシ
ステムに制御入力およびノイズが作用しない場合の決定論的ダイナミクス（ベクトル場）を表す．
dW は標準ウィーナー過程の増分，Σは共分散行列であり，ΣdW でシステムに作用するノイズを
意味する．このシステムの確率的なダイナミクスを状態の存在確率分布の時間発展と考え，確率
密度関数 p(x, t)の時間発展や定常分布の解析に用いられる Fokker-Planck 方程式（移流拡散方
程式）は以下で記述される． 

∂p(x,t)
∂t

=-
∂
∂x

(f(x)+u(x))p(x,t)+
1
2
∂2

∂x2 D(x)p(x,t) 

ここで右辺第一項はベクトル場による状態の移流を表し，第二項はノイズによる拡散を表す．
Fokker-Planck 方程式の数値解法として，空間的な有限差分法がしばしば用いられる．しかしな
がら，有限差分法を用いて，境界条件付きの偏微分方程式を精度良く解くことは難しい．そこで，
Fokker-Planck 方程式に従う確率密度関数 p(x, t)の時間変化を，有限要素法で計算することを考
える．有限要素解析では，境界条件を陽に与えて偏微分方程式の数値解を精度よく計算できる．
有限要素解析で与える境界条件は，対象として限定された状態空間の境界だけではなく，例えば
ハイブリッドシステムのように制御入力 u(x)が状態依存的に不連続にスイッチし，移流が激し
く変化する境界にも与えられる．Fokker-Planck 方程式の解はマルコフ過程であるため，方程式
の有限要素近似を行い離散化した状態点 の確率密度 ( ) = ( , )の時間変化を表す離散時
間・離散状態力学系は，以下の有限状態マルコフ鎖として得られる． 

p[t+1] = M p[t] 
ここでp[t]はpi(t)を並べたベクトルであり，M はその遷移確率行列である．状態空間の離散化お
よび与えた境界条件が適切であれば，行列演算を逐次的に繰り返すことにより，初期状態からの
確率密度関数の時間変化を精度よく計算できる． 
 以上のように，Fokker-Planck 方程式の有限要素解析を用いれば，確率微分方程式で記述され
る制御システムのダイナミクスを精度よく計算できると考えられるが，実は，上記の枠組みはこ
れまで必ずしも十分に整備されていない．その背景には，制御システムの連続的な状態空間を適
切に離散化するアルゴリズムや，様々な境界における条件の取り扱いが十分に探求されてこな
かったことに原因があると考えられる．一方で，確率微分方程式で記述される制御系のダイナミ
クスを有限状態マルコフ鎖で近似できると，例えば強化学習やデータ同化など，制御やシステム
同定に関する様々な分野への応用が期待できる． 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，確率微分方程式で記述される制御システムの初期値・境界値問題を，Fokker-

Planck 方程式の有限要素解析に基づき，有限状態マルコフ鎖モデルによって精度よく近似する
方法を開発することおよびその応用を目的とする．得られた有限状態マルコフ鎖モデルを，確率
微分方程式で記述される制御系の強化学習やデータ同化問題に適用できる可能性を探り，開発
した近似モデルの有用性を明らかにする． 
 
３．研究の方法 
 
本研究では，以下に大別する 2 つの課題を実施した：①Fokker-Planck 方程式の有限要素解析

に基づく有限状態マルコフ鎖近似の枠組み構築，②有限状態マルコフ鎖近似をデータ同化およ
び強化学習へ応用する基盤の整備． 
 
課題①:Fokker-Planck 方程式の有限要素解析に基づく有限状態マルコフ鎖近似の枠組み構築 

Fokker-Planck 方程式を有限要素解析に基づいて離散化し，有限状態マルコフ鎖モデルで近
似する方法を開発した．状態空間の離散化方法あるいは境界条件（特にハイブリッド系のスイッ
チング条件）を適切に扱えなければ，精度よく初期値・境界値問題を近似することができない．
本研究では，具体例としてヒト静止立位姿勢の間欠制御モデル（確率的ハイブリッド力学系）を



用いた検証を行った．状態空間の離散化方法および境界条件をさまざまに変えた条件での数値
シミュレーションを実施し，それぞれの条件で確率密度関数の時間変化を調べた．この結果と，
確率微分方程式のモンテカルロ・シミュレーションを多数回行い，各時刻における状態の確率密
度関数を計算した結果を比較した．これにより，本研究で構築した，確率微分方程式で記述され
る制御システムを Fokker-Planck 方程式の有限要素解析に基づいて精度よく離散状態マルコフ
鎖で近似する枠組みの妥当性を検証した． 
 
課題②: 有限状態マルコフ鎖近似をデータ同化および強化学習へ応用する基盤の整備 
課題①で構築された確率微分方程式で記述される制御システムの離散化および有限状態マル

コフ鎖近似をデータ同化および強化学習へ応用する基盤を整備した． 
データ同化では，数理モデルと計測データを相補的に融合し，より高度で有用な情報がマイニ

ングされる．あるシステムと，そのシステムのダイナミクスを再現する素質がある「良いモデル」
が必要である．本研究では，課題①で用いた間欠制御モデルが良いモデルであることを確認する
とともに，有限状態マルコフ鎖をデータ同化へ応用する基盤の整備を目的として，姿勢動揺の計
測データと間欠制御モデルのデータ同化を実施した．間欠制御モデルを健常者およびパーキン
ソン病患者を対象として行った姿勢動揺計測実験データに同化し，ヒト静止立位時の姿勢動揺
が間欠制御モデルによりよく再現できることを確認した． 
状態空間を離散化して，各姿勢状態依存的に最適な行動を模索する強化学習は，本研究との親

和性が高い．本研究で構築した有限状態マルコフ鎖を強化学習へ応用する基盤の整備を目的と
して，ヒト静止立位の強化学習に関する研究を行った．状態空間を有限要素解析の離散化に倣っ
て離散化し，各離散化状態において“最適”であるとされる行動を Q学習により学習した．これに
より，報酬関数を適切に設定ることにより，間欠制御モデルのように，姿勢状態依存的に離散的
に最適行動が変化するモデルが得られるかどうかを調べた． 
 
４．研究成果 
 
図 1 に，ヒト静止立位姿勢の間欠制

御モデルのFokker-Planck 方程式を有
限要素解析に基づいて離散化し，得ら
れた有限状態マルコフ鎖モデルを用い
て確率密度関数の時間変化を数値シミ
ュレーションした結果と，間欠制御モ
デルのモンテカルロ・シミュレーショ
ンを 50,000 回行い，その結果から状態
の存在分布の時間変化を計算した結果
を示す．本研究では，有限要素解析に
おける境界条件として，境界における
確率流束がゼロであるとする（定義域
内において確率の合計が一定値であ
る）条件を設定した．対象とする立位
姿勢は極めて稀な事象が発生しない限
り，平衡点である直立姿勢近傍に姿勢
状態を維持するため，この境界条件は
妥当である可能性が高い．図 1 に見ら
れるように，各時刻において，状態が
存在する確率分布は，本研究で構築し
た有限状態マルコフ鎖モデルを用いて
計算した場合と，モンテカルロ・シミ
ュレーションを行った場合とで定量的
に等しい．また，モデルパラメータの
値を変えることにより実施した分岐解
析においても，両者はほぼ同一の結果
を示した．これらの結果は，本研究で
開発した，確率微分方程式で記述され
るシステムの初期値・境界値問題を
Fokker-Planck 方程式の有限要素解析
に基づいて近似する枠組みが，妥当で
あることを意味する． 
 
図 2 に，ヒト立位姿勢の間欠制御モデルを若年健常者，高齢者，およびパーキンソン病患者か

ら計測した姿勢動揺データに同化し，推定されたモデルパラメータに基づいて実験参加者群を
分類した（階層的クラスタリング）結果を示す．図 2 に見られるように，実験参加者は 5 つのグ

 
図 1. 有限状態マルコフ鎖を用いた確率密度関数の時間

変化の数値シミュレーション結果． 



ループに大別された．図 2 の右側には，各グループの代表的な実験参加者の姿勢動揺データと，
それに基づいて推定されたモデルパラメータを用いて行われたシミュレーションにより得られ
たモデルの姿勢動揺データを示している．どのグループの実験参加者のデータに関しても，推定
されたパラメータを設定することで，間欠制御モデルにより，よく再現できていることがわかる．
このことは，ヒト立位姿勢の間欠制御モデルが，ヒトの姿勢動揺を制限する「良いモデル」であ
ることを意味する． 
さらに，推定されたモデルパラメータに基づいて各グループを調べると，グループ A-C に分

類された実験参加者は立位姿勢を間欠的に制御していたのに対し，グループ D・E に分類された
実験参加者は立位姿勢を持続的に制御していた．グループ A-C は主に若年健常者と UPDRS（パ
ーキンソン病重症度の指標）が比較的小さいパーキンソン病患者から構成されているのに対し，
グループ D・E は，UPDRS が比較的大きいパーキンソン病患者から構成されていた．これらよ
り，若年健常者は立位姿勢を間欠的な神経制御メカニズムによって維持するのに対し，姿勢の不
安定化が見られるパーキンソン病患者は，姿勢制御の間欠性が喪失していることが示された． 
 
強化学習の結果として獲得された方策（姿勢状態において選択するべき行動）の一例を図 3 に

示す．定義域が，制御が行われるべき領域（黄色～赤色）と制御を行わない領域（青色）の領域
に大別されていることがよくわかる．このことは，報酬関数の設定によっては，間欠制御と同等
な制御戦略が強化学習により獲得されることを意味する．この解析は，有限状態マルコフ鎖近似
との親和性が高く，本研究の応用先として，強化学習が大変有効である可能性が示された． 

 
図 3. 強化学習により選択された，各姿勢状態におけるフィードバック制御の比例ゲイン（P）と微分

ゲイン（D）の様子． 

 
図 2. 間欠制御モデルを姿勢動揺データに同化し，推定されたモデルパラメータに基づいて実験参加

者を分類した様子． 
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